Московский ордена Ленина Государственный Университет 

им.й.В.Ломоносова 


Механико-Математический факультет 

* 


В. А. УСПЕНСКИ^ 

ОБЩЕЕ ОПРЕДЕЛЕНИЕ АЛГОРИТМИЧЕСКОЙ ВЫЧИСЛИМОСТИ 
И АЛГОРИТМИЧЕСКОЙ СВОДИМОСТИ 
Дипломная работа 


Научный руководитель - академик А.Н.КОЛМОГОРОВ 



1952 г. 



Введение . 1 

Обозначения.. ... .30 

$ I. Вспомогательные определения, касающиеся 

комплексов . . 32 

§ 2. Запись некоторых алгоритмов в терминах 

алгоритма Колмогорова . 3® 

§ 3. Рѳкурсивность алгоритма Колмогорова . . 

$ 4. Алгоритмическая сводимость . 62 

Ф 5. Дополнительные сведения об алгоритме Кол¬ 
могорова . ^ 

Литература. $5 

IIрило мгніл е ...^ ^ 












ВВЕДЕНИЕ 


I. 

"Алгоритм, алгорифм, - всякая система вычислений, 

выполниешх по строго определенным правилам, которая 

после какого-либо числа шагов заведомо приводит к реше- 

х) 

нию поставленной задачи". Это определение не является 
строгій математическим определением, и это не случайно, 
ибо понятие алгоритма не является чисто-математическим 
понятием і Задача математики - более или менее адэкватно 
отобразить это понятие в точных математических терминах. 

Существует несколько математических "определений" 
алгоритма: 

A) Определение вычислимой функции как функции, зна¬ 
чения которой выводимы в некотором логическом исчислении 
(Гёдель - Чёч), см. а .СЬигсЬ [ 2 ]. 

B) Рекурсивные функции КлинИ (рекурсивные функции 
определяются через рекурсивные операции) у з.С.Иеепѳ [з]. 

C) Исчисление )\-конверсии Ч^ча, а.СЬ игсЬ, [ 2 ] 

V) Вычислительные машины Тьюринга, А.м.тигіп« [э] 

I) Финитный комбинаторный процесс По|ста, і.ь.рові [ 4 ]. 

?) Нормальные операции Поуста, б.ь.Розі [5 ] , [б] 

а) Нормальный алгорифм Маркова, А,А.Марков [I] . 

Каждое из этих определений задает некоторый специаль¬ 
ный вид алгоритма, претендующий на то, что к нему сводит- 

А.Н.Колмогоров, статья "Алгоритм" в ВСЭ (2-е изда¬ 
ние). 
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о я любой алгоритм/Конечно, утверждение о сводимости лю¬ 
бого алгоритма доказано быть не монет (именно в силу не¬ 
достаточной четкости общего понятия алгоритма). Общность 
каждого из перечисленных определений, т.е. его способ¬ 
ность объять общее понятие алгоритма, устанавливается не 
строгой теоремой, а более или менее убедительным рассуж¬ 
дением. Сильным доводом в пользу этой общности является 
также и то, что определения А) ~~ С) , невидимому, экви¬ 
валентны между собой (эквивалентность Л) > В), С), /) до- 
казана в работах [2],[Ю] и др., утверждение эквива¬ 
лентности нормального алгорифма другим определениям алго¬ 
ритма - точнее, утверждение о том, что все известные ал¬ 
горитмы сводятся к нормальному - тал скпояйз- 4^ докаэаТзлъ- 

/д.С. С 7 

СФ&&— А*А*Марковым г > [4 - ( ). 

Однако, все эти определения оставляют чувство неко¬ 
торой неудовлетворенности. Іх разумност ь, т.е. адекват¬ 
ность общему понятию алгоритма, Уотанавлшается.косвен¬ 
ным образом. Сделаем два критических замечания по поводу 

указанных определений алгоритма. 

Замечание I. То, «о определяется, не 
всегда есть алгоритм в том смысле, в каком мы его пони¬ 
маем. Мы же понимаем алгоритм как функцию, аргументом 
которой являются входные данные (вопрос, проблема), в 
некотором закодированном виде, а значением - решение во¬ 
проса, проблемы (тоже в закодированном виде). •» матема¬ 
тике принято понимать под "алгорифмом" вычивл ительный 
процесс, совершаемый согласно точному предписанию в ве- 
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дущий от могущих варьировать исходных данных к искомому 
результату”. х ^ 

Разберем с этой точки зрения определение У)) .пред¬ 
ставляющееся на первый взгляд наиболее общим. Рассматри¬ 
вается некоторое логическое исчисление, содержащее ариф¬ 
метику, т.е. символы для натуральных чисел и примитивно- 
рекурсивных функций. Предполагается, что выполняются 
обычные условия, которым удовлетворяют исчисления такого 
рода(выводимые формулы образуют вычислимую последователь¬ 
ность и т.п.). Часть этих условий приведена в работе 
Такие исчисления мы будем называть допустимыми. Мы назо¬ 
вем теперь функцию, определенную в натуральном ряду,вы¬ 


числимой, если существует допустимое исчисление 
содержащее символ і и такое что равенство 


Г 


( т ) - н. 


эквивалентно выводимости в 


Г 


формулы 


/ 


(ууі)- У 1 


'У 


где У** и къ символы, соответствующие числам V* 1 и п, . 
Определение, близкое к этому, дает Чей в своей статье 

[г] . 

Но это не есть еще алгоритм. Это признает и сам 
Чек, говоря примерно следующее ( [2 ] , стр.351): 

"Ясно, что для любой вычислимой функции от нату¬ 
рального аргумента существует алгоритм, при помощи кото- 


А.А.Марков [і] . 



рого любое частное значение функции монет быть эффектив¬ 
но вычислено* Ибо выводимые равенства можно эффективно 
перенумеровать и алгоритм для вычисления частного значе¬ 
ния Функции 'I , обозначаемой символом / , состоит 

в просмотре перенумерованного множества выводимых ра¬ 
венств, пока мы не дойдем до требуемого равенства формы 

^ (уу>)= м . 

Таки:' образом, определение /7) вычислимой функции 
еще не является определением алгоритма. Понятие вычисли¬ 
мой функции содержит все предпосылки для построения алго- 

X ) 

ритма, но алгоритмом не является, этот алгоритм еще 
надо строить. 

Кз конструкции Тьюринга также можно извлечь алго- 
о^тм, но сама вычислительная машина задает не алгоритм 
в нашем понимании (к; шащт ^ , Ж 0 результат 

при вводе входных данных), а разворачивает множество зна¬ 
чений в вычислимую последовательность. 

Эти возражения совершенно неприменимы к определе¬ 
нию Е) , которое мож ет служить классическим определе¬ 
нием некоторого специального типаалгоритма. Однако это 
определение является именно определением специального ти¬ 
па алгоритма, а не общего алгоритмического процесса. Ут¬ 
верждение об общности определения Е) пока что остается 
бездоказательным (хотя очень вероятно, что оно верно). 

К определению Е~) в большей мере, чем к другим опреде¬ 
лениям, относятся возражения, сформулированные в замеча¬ 
нии 2. 

X ) 

Состоящий: I) в построении последовательности выво¬ 
димых формул и 2) в просмотре построенных членов после¬ 
довательности. 
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Замечание 2.3 определениях кос¬ 

венным образом устанавливается достаточная общность оп¬ 
ределяемого алгоритма. Эта общность обнаруживается 

а) путем более или менее неопределенных рассуждений. 
Этой неопределенности, конечно, избежать полностью нель¬ 
зя; можно только стремиться сделать рассуждения более 


убедительными; 

б) путем доказательства точных теорем, касающихся 
эквивалентности определяемого алгоритма и ранее опреде¬ 
ленных алгоритмов. Спра ведливость этих теорем не усмат¬ 
ривается непосредственно; их доказательство требует спе¬ 
циальных рассмотрений. Так, например, Тьюринг,введя в 


[9] свое определение вычислимой функции, доказывает в 

[10] эквивалентность этого понятия о понятием общерекур¬ 
сивной и А -определимой функции так: 

1) ссылается на результат КлинЦ, доказавшего, что 
каждая общерекурсивная функция А -определима, 

2) вводит понятие А -определимости и утверж¬ 

дает, что каждая /\ -определимая функция А"/ѵ-опр»де- 
лима, 

3) доказывает, что каждая А"/ч -определимая функ¬ 
ция вычислима по Т&орингу, 

4 ) доказывает, что каждая вычислимая по Тъюрингу 


функция общерекурсиьна. 


Эти же возражения относятся и к 

ЕІ ГI С-У 


определениям 
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2 . 

Все вышесказанное имело своей целью обосновать целе¬ 
сообразность введения нового, более совершенного определе¬ 
ния алгоритма, к которому мы предъявим, таким образом, 
следующие два требования: 

1, 8то должен быть действительно алгоритм. 

2. Этот алгоритм должен быть достаточно общим. При¬ 
чем желательно, чтобы эта общность устанавливалась не кос¬ 
венным образом, путем специальных рассмотрений, а по воз¬ 
можности содержалась в самом определении. 

Такое определение предложил А.Н.Колмогоров. Чтобы по¬ 
дойти к атому определению, попытаемся уловить наиболее су¬ 
щественные черты, свойственные самому общему алгоритмиче¬ 
скому процессу. 

Вычисления, о которых идет речь в определении алго¬ 
ритма, могут производиться либо на бумаге (например, нор¬ 
мальный алгорифм Маркова) ; либо механически (например, вы¬ 
числительная машина Тьюринга). Состояние процесса в каждый 
момент времени определяется в первом случае - конфигураци¬ 
ей символов на бумаге, во втором случае - конфигурацией 
звеньев машины. Каждая такая конфигурация имеет следующую 
структуру: имеется фиксированный конечный запас элемен¬ 
тов" (символов, звеньев машины); конфигурация состоит из 
этих элементов (каждый элемент мож@т встречаться в этой 
конфигурации более одного раза); между некоторыми из эле¬ 
ментов имеется "связь". Так, в нормальном алгорифме Марко- 
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ва такой конфигурацией является слово, "элементами" - бук¬ 
вы алфавита, каждая буква "связана" с соседней буквой сле¬ 
ва и соседней буквой справа. В вычислительной машине Тью¬ 
ринга конфигурацией является состояние машины; "элемента¬ 
ми" - символы, напечатанные на ленте,и состояние команд¬ 
ного устройства; "связанными" следует считать символы, 
напечатанные на соседних секциях ленты, кроме того состоя¬ 
ние командного устройства связано с символом воспринимае¬ 
мой секции. 

Элементы конфигурации будем теперь изображать точка¬ 
ми (вершинами), с указанием при каждой точке обозначения 
соответствующего элемента, & связи с элементами - отрез- 
нами, соединяющими эти точки. Тогда вся конфигурация 
изобразится одномерным топологическим комплексом с задан¬ 
ной на его вершинах функцией ^ , принимающей значения 

из нашего запаса элементов. 

Сделаем одно уточнение. От каждого элемента отходит, 
вообще говоря, несколько связей, или,что то же самое, от 
каждой вершины отходит несколько отрезков. Иногда бывает 
нужным упорядочитъ эти связи (отрезки). Так, например, в 
нормальном алгорифме Маркова от каждой буквы отходит две 
связи - одна к левой соседней букве и другая к правой со¬ 
седней букве; при этом существенно эти связи различать. 

В соответствующем одномерном комплексе мы можем достичь 
этого следующим образом. Пусть слева от буквы $ стоит 
буква Сі , а справа - буква С . Соответствующая часть 

Например, слово из нормального алгорифма 

Маркова изобразится так: 
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одномерного комплекса будет иметь вид: 

а в С 

О - О - о 


Поставим на отрезке вблизи буквы $ значок "л” 
(левая связь), а на отрезке вблизи буквы & зна¬ 
чок "п" (правая связь). Получим схему 


а 

о - 


4 


я °п 


с 

-о 


Проделаем эту операцию для каждой вершины. Каждый отре¬ 
зок получит два значка. Олово а^сс/ изобразится те¬ 
перь в виде 


а 

о- 


е 


Я П 


Я^п 


Я 


о* 

■О 


В общем случав каждый отрезок, отходящий от некото¬ 
рой вершины, получит значок, стоящий вблизи этой вершины; 
каждый отрезок таким образом получит два значка (по одно¬ 
му на каждом из своих концов). При этом требуется, чтобы 
значки отрезков, отходящих от любой вершины, стоящие вбли¬ 
зи этой вершины, были различны. Значки будем выбирать из 
некоторого заранее установленного конечного запаса знач¬ 
ков. 

Перенумеруем теперь наш конечный запас элементов 
натуральными числами 1,2 ,....,^ * а конечный запас 

значков - натуральными числами I, 2, ...^и отождествим 
элементы и значки с их номерами. Итак, состояние алгорит¬ 
мического процесса есть одномерный топологический комп¬ 
лекс с заданной на его вершинах характеристической функ- 
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дней ф , принимающей значения 1,2, М . каждому 

концу каждого отрезка отнесен значок из множества номе¬ 
ров I, 2, при этом отрезки, сходящиеся в любой вер¬ 

шине, несут на концах, обращенных к этой вершине, различ¬ 
ные значки. Одномерный комплекс указанного типа т будем 
называть одномерным к омпле ксом порядка " ), а чаще 

всего просто комплексом (см.§ I). 

Проблема задается в в иде комплекса: решение также 
получается в виде ком плекса . 

Алгоритмический процесс производится шагами. Каждый 
шаг заключается в переработке одного комплекса в другой 
по определенным правилам переработки. Алгоритм - процесс 
детерминированный, поэтому комплекс, получившийся на 
/7. -ом шагу, однозначно определяет комплекс, который по¬ 
лучится на {Уі + 1 )-и шагу. Однако каждый раз мы в состоя¬ 
нии воспринять не весь комплекс, содержащий, вообще гово¬ 
ря, сколь угодно много вершин, а лишь некоторую его ''обо¬ 
зримую* часть (причем объем обозримой части не может 
превосходить заранее установленного предела). Правила 
переработки должны быть таковы, что переработка происхо¬ 
дит исключительно на основании информация о виде обозри¬ 
мой части и затрагивает только обозримую часть. 

С другой стороны,да должны в принципе уметь восполь¬ 
зоваться всей информацией, содержащейся в комплексе, а 
не только той, которая попала в его обозримую часть. По¬ 
этому да должны обеспечить обозримой части возможность 
передвигаться по комплексу. Таким образом, после преоб¬ 
разования обозримой части она, эта обозримая часть,долк- 
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на передвинуться, т.ѳ. некоторые "необозримые” вершины 

должны стать обозримыми Си некоторые обозримые - необо- 
х) 

зримыми ). 

Итак, пусть на п -м шагу процесса возник комплекс 
І/П, /у пі-і 

Л . &го надо бразэьать в л. . Это делается 

в два приема: 

і/"' 

1) перестраивается ооозр'лмая часть комплекса Л ^ 

2 ) после этого некоторые необозримые вершины объяв¬ 
ляются обозримыми Са некоторые обозримые - необозримыми). 

Но как указать те необозримые вершины, которые ста- 

2 

нрвятсй обозримыми (назовем их потенциально-обозримыми). 
Как описать их, когда они лежит за пределами обозримой 
части? У нас нет никаких других ориентиров, кроме обозри¬ 
мых вершин. Потенциадьно-обоз_рише.._вертины л мн__можем ояи- 

(пот Е ~н і\ ия/>ьн о - оЖо з Р йім ые р и* іЛні* ^ о/Ѵ+іѵм дбішб Г с оі5о ъриічы/Ч (л ) 

с ать/д ишь 6 тправ л яя сь~бт обозри мых)/ короч е говоря , потен - 
циально-обозримые вершины должны находяться в замыкании 

Г/7} множества /9 об озримыхвашян (определение замы- 

....... .. ■ ■ - . -** -і - “■ " ѵ ^ 

кания см. § I , стр. 3* ). 

Рассмотрим все это несколько подробнее. Обозримая 

часть состоит: 

1) из множества ѵ/9 обозримых вершин, 

2 ) из множества обозримых отрезков, соединяющих 

между собой обозримые ьершины, 

3) из множества "полу обозримых" отрезков, соединяю¬ 
щих обозримые вершины с необозримыми, йы назвали их "по- 

Обозримые вершины - принадлежащие к обозримой ча¬ 
сти, необозримые - остальные. 
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луобозримыми", ибо в них обозрим только тот конец, кото¬ 
рый обращен к обозримой вершине, т.е. из двух значков, 
стоящих на этом отрезке, в обозримую часть входит только 
один - на конце, обращенном к обозримой вершине. 

Ш видим, что обозримая часть образует в комплексе 
то, что мы б § і назовем подклассом. Этот подкласс С обо¬ 
значим его (УѴ ) натянут на множество У~^ обозримых вер¬ 
шин; полуобозримые отрезки являются внешними для этого 
подкласса., _ 

Таким образом, состояние процесса есть комплекс 
с выделенным в нем подклассом, который объявлен обозри¬ 


мой частью. 

На основе вида обозримой част 2 (УС происходит ее 
переработка. Чтобы не нарушать связи между обозримой и 
необозримой частями, потребуем, чтобы край ние вершины 
ОЬ оставались неподвижными (хотя характеристическая 
функция на этих вершинах может и измениться); такке_долж¬ 
ны остаться неизменными полу обозримые отрезки (хотя,опять- 
таки, обозримые значки на них могут измениться). ^ 

Итак, подкласс (7Ь преобразовался в подкласс (Я 
причем крайние вершины остались неподвижными (через них - 
при помощи лолуобозримых отрезков - (X * сообщается с 

необозримой частью). Теперь надо выделить новое множест¬ 
во обозримых вершин. Оно выделяется в замыкании і. ^ 
подкласса (Л* . Хе вершины, которые выделяются в са¬ 


мом (Я 


указываются непосредственно. Хе вершины,ко- 
корне выделяются в разности - (Л* } знделяотся 

" і) 


Определение крайних вершин см.$ I, стр. 3 е / 






путем указания тех полуобозримых отрезков, которые к ним 
подводят.Таким образом возникает новое множество обо¬ 
зримых вершин и натянутый на него подкласс СЯ . 

Итак, на л -ы шагу имеется комплекс К ив н«м 
•'б о зримая частъ - подкласс Оі . На ос ног анви нвформ*- 
|ции о виде 01 происходит переработка К Ш /\ ; 

переработка происходит следующим образом: подкласс 00 
заменяется подклассом ОЪ * $ сохраняющим крайние вер¬ 

шины (и внешние отрезки), затем в пределах [_СО* 3 вы¬ 
деляется новый подклисс (И / , который объявляется обо- 

II зримой частью. 

Мы не испортим дела, если нескольк о обобщим процесс 
переработки К * 0 К .не нарушая его эффективно¬ 


сти. Кменно, будем считать, что переработка происходит 
на основании информации о виде не только 01 » но все¬ 

го замыкания И ЦСі] і переработка затрагивает не 
только СО , но весь подкомплекс Н , который пе¬ 
рерабатывается Е Н * і при этом не будем требовать н.; 
подвижностс крайних верыин СО , а потребуем нъпэдвиж- 

аости вершин, соседних для СО- , т.е. вершин из раз- 

і 1 "X 

ности н- (71 | по с ред от я шин п при¬ 

клеивается к остальной , не из^іе.вившѳйся, часіЕ крм^ѳк- 
са. После замены М на О б пределах Н происходит 
выделение нового множества Я -обозримых вершин. Заме¬ 
ну Н на Н * г. выделение в Н множества Я мы 

можем объединить в один ша г. Для этого будем считать, 


Каждый пол уоб о зримый отрезок выделяется указанием 

обозримой вершины, от которой он отходит, и значка,стоя 
щего на этом отрезке вблизи этой вершины. 
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что внутри Н уже выделено множество . Поэтому 

шаг состоит просто в замене подкомплекса Н на подкомп- 

и* 

ЛсКС п 

Условимся считать, что алгоритм производится некото¬ 
рой машиной, перерабатывающей комплексы. У нее, как у вся¬ 
кой машины, есть некоторое начальное состояние (до ввода 
начальных данных) - тоже в виде комплекса. Входные данные 
в виде комплекса присоединяются к начальному состоянию - 
получается комплекс К и . По нашим правилам он перераба¬ 
тывается в К 1 , К перерабатывается в К и т.д. 

до тех пор, пока мы не получим сигнал о конце процесса, 
т.е.о получении решения. 

Комплексы К , К , К и т.д. не просто комп¬ 
лексы: в каждом из них выделено множество обозримых вер¬ 
шин; в дальнейшем нам будет удобнее называть эти вершины 
активными. Переработка происходит на основе информаціи^,® 
виде подкомплекса И-- Р> ], который мы назовем потен¬ 
циальным (а его вершины - потенциальными). Вершины из раз¬ 
ности Н ^ Д назовем граничными. Потенциальные вершины 
таким образом делятся на активные и граничные. Все осталь¬ 
ные Г не потенциальные) вершины назовем пассивными. Коми- ■ 
леке с выделенным в нем множеством активных вераин назо¬ 
вем препарированным комплексом или П-комплзксом. Обыкно- 
венный комплекс можно считать частным случаем П-комплек- 
са, если положить множество активных вершин пустым. 

Приведенные рассуждения подводят нас к следующему 
определению алгоритма, предложенному А. Н.Колмогоровым^ ^ 
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1. Машина перерабатывает П-комплексы с единст¬ 
венной активной вершивйуг' в П-комплексы с единственной 
активной вершиной.*^ 

2. Машина задается начальным состоянием и прави¬ 
лами переработки. 

Начальное состояние есть конечный или бесконеч¬ 
ный (но ограниченный - см.$ I) П-комплекс с единст¬ 
венной активной вершиной. 

Правила переработки состоят из конечного множе¬ 
ства ДЪ упорядоченных пар С Н )?• 

Во всякой паре первый элемент // есть конечный 
П-комплекс, являющийся замыканием множества своих ак¬ 
тивных вершин, а второй элемент Ч есть или конеч¬ 
ный П-комплекс или слово "стоп". 

Если Н есть "стоп", то соответствующий П-комп- 
леке Н имеет единственную активную вершину. 

Если Н * вотъ П-комплекс, то задано взаимно¬ 
однозначное соответствие между граничными вершинами 

и* 

/-/ и некоторым множеством вершин п 

Не может бытъ двух пар, у которых первые элемен¬ 
ты одинаковы, а вторые различны. 

3. Машина работает шагами. Каждый шаг состоит 
либо в замене возникшего перед этим ідагом П-комплекса 

К на П-комплекс К , либо в получении сигнала о 
решении, либо в безрезультатной остановке. 

Замена К на К* происходит следующим образом: 
В К берется потенциальный подкомплекс ^к и сре¬ 
ди пар ищется та, которая своим первым элемен¬ 

том имеет Мк - 

*) П Р О М в Ж Я ГУ' О *Ж. Ій 

Процессе пвр6Р/> б° х *°) 

Нои іЗВрши^ы- 


І~[ -{ом п пексьѵ, Во?ни коі к?<ми<г /з 
МСГ і)7 иис и би/іег ор,н<э А артне- 








Если второй элем ент Н в этой паре есть П-комп- 

и (Гну т Р и>0 ц-Х 

леке, то п к замѳняется^на п . Отрезки, соединяв¬ 
шие пассивные вершины П -комплекса К с граничны¬ 
ми, подводятся теперь к соответствующим вершинам Н * . 
Полученный таким образом комплекс и есть К . 

Если второй элемент пары, первым элементом кото¬ 
рой является Нк » есть слово "стоп", то работа ма¬ 
шины прекращается; связная компонента (д7 единствен¬ 
ной активной вершины К есть решение. 

Если среди пар нет пары, первый элемент 

которой есть н к , то машина останавливается безре¬ 
зультатно. 

4. Подлежащий переработке комплекс присое¬ 

диняется своей активной вершиной к активной вершине 
начального состояния, что дает комплекс К . Пос- 

і/О 

ле этого машина начинает работать, заменяя а на 
на т.д. до получения решения 

или безрезультатной остановки. п 

$ Пр(//>0)+1?ним ( стр РРКотя лляшини у-у- г. 

\<ОУ>Л,01о Р е*» А е МО ц'тр иР &гг* Н* РРС<го„ пг*™,*- 

Машина А.Н.Колмогорова определяет в множѳствеЧкомп- 
лексов некоторую функцию О. - Г (К) . Функцию от 1 ) комп¬ 
лексов, задаваемую некоторой машиной Колмогорова, будем 
называть алгоритмической. 

Алгоритмическая функция / не всюду определена. 
Действительно, П-комплексы, участвующие в задании 
машины: начальное состояние и элементы пар множества 


х > в сшсле взаимно-однозначного соответствия, уста¬ 
новленного между граничными вершинами Н к я некоторым 
множеством вершин Н* • 
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ОТі - ограничены. Вдех их конечное число, следователь¬ 
но, их порядки не превосходят некоторого порядка (*%°<% 
(см.Ф I). Поэтому функция Г может быть определена 
только для тех комплексов, у которых в процессе перера¬ 
ботки потенциальные подкомплексы будут иметь порядки не 
выше ( и ,<*) . Естественно поэтому рассматривать функ¬ 

цию Г* только на П-комплексах порядка не выше ( И ,°Э . 

Каждой машине мы припишем порядок - минимальный по¬ 
рядок (*,<*) такой.что порядки всех П-комплексов, 
участвующих в задании машины не превосходят ( . 
Машина порядка задает алгоритмическую Функцию 

/ от комплексов порядка не выше ( 

Но дело не в этом. Даже и на комплексах порядка не 
выше (И, м) функция I является, вообще говоря, не 
всюду определенной. Ибо процесс переработки комплекса 
Р может не иметь результативного окончания: 

а) потому, что процесс может не окончиться, 

б) потому, что машина может остановиться безрезуль¬ 
татно. 

н Дрц этом не существует эффективного общего метода 
(алгоритма), позволяющего узнавать по заданной алгорит¬ 
мической функции Р и заданному П-комплексу Р , он 
ределена ли функция I (Р) или неТ (или, как говорят, 
применим ли алгоритм Г к П-комплекоу Р или нет). 

Этот факт носит общ^даракгер, он остается в силе для 

х) 

всех определений алгоритма. 

Более того, всегда существует такой ф иксар афанный 
алгоритм , что не существует никакого алгоритма,по- 
ѴІзволяющего для любых входных данных Р указать, при¬ 
меним ли ^ к Р или нет. 
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/ ( 

Таким образом то, что мы определили, следовало бы 

( 

назвать скорее частичным алгоритмом. Однако, все другие 
определения алгоритма тоже дшот только частичный алго¬ 
ритм, да ничего другого дать и не могут Сне частичны й 
і алгоритм неизбежно определяется как такой частичный ал- 
горитм, который применим ко всяким входным данным) \ 

| Поэтому мы отбросим эпитет "частичный” и будем то, что 
) мы определили, называть просто "алгоритмом”. 

Назовем алгоритм бв з ѵолов ны м. если начальное со¬ 
стояние пусто ; я условны м в противном случае. 


3 . 


Все другие определения алгоритма, точнее, алгофит- 


!! 




мы в смысле других определений, автоматически записыва¬ 
ются в терминах безусловного алгоритма Колмогорова. Хо¬ 
чется при этом подчеркнуть, что речь идет не о сводимо¬ 
сти определенного класса алгоритмов, скавем нормальных 
алгорифмов Маркова, к алгоритму Колмогорова, а именно об 
автоматическом переводе алгоритмов этого класса, в_част- 

—■ - (( " 1 " і .<№ і і і і і п.іі і і -™" Г ллмшшмтт 

ности нормальных алгорифмов Маркова, на^язык алгоратаов 
Колмогорова (см.§ 2). Это происходит в силу уже отме¬ 

ченного обстоятельства, что каждый алгоритм является по 
существу процессом, производимым над комплексами, причем 
процессом как раз того типа, который описывается опреде¬ 
лением А.Н. Колмогорова. 


х) 

Например, общерекурсивная функция определяется 
[как такая частично рекурсивная, которая определена на 


[всем натуральном ряду. 
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Определение рекурсивной функции, как функции, задан¬ 
ной последовательностью рекурсивных равенств, не есть еще 
определение алгоритма. По если отсюда извлечь алгоритм, 
т.е, совершенно точно указать последовательность дейст¬ 
вий, позволяющих по этим равенствам найти значение функ¬ 
ции, то тем самым автоматически получится некоторый ал¬ 
горитм Колмогорова. Активные вершины будем обозначать, 
обводя их крг’сным кружком. Для каждой частично-рекурсив¬ 
ной функции 


легко построить алгоритм (см.§ 2), переводящий П-комп- 
х) 

леке 




г % у %. 2 

-о- -Оу —о — О —\ 



р* 3 





в П-коиплекс 

ш 



- у 

х ' До сих пор мы для простоты предполагали, что харак¬ 
теристическая функция / принимает значения из натураль¬ 
ного ряда. Натуральные числа при этом играли просто роль 
символов. Ничего не изменится , если разрешить характери¬ 
стической функции принимать значения из любого конечного 
или пересчитанного бесконечного множества символов, на¬ 
пример содержащего знаки С У > і г ■ ».д. 


(Ведь сами натуральные числа получились у нас в резуль¬ 
тате занумерования некоторого множества символов}* 

Иногда, как это мы сделали для П-комплексов (I) и (2), 
мы,будем, изображая П-коыплексы на бумаге, опускать знач¬ 
ки, поставленные на концах отрезков. 
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При всей своей общнвсти алгоритм Колмогорова, как 


и следовало ожидать, оказывается не шире, чем обычные 
рекурсивные функции. Каждому П-кошілексу К можно эф¬ 
фективно и однозначно сопоставитъ натуральное число К 
- его номер (так, чтобы по номеру эффективно и однознач- 

X ) 

но восстанавливался комплекс). Функция от комплексов 
■= Г (К) (вообще говорящие всюду определенная) инду¬ 
цирует в натуральном ряду функцию (тоже, во- 

XX ) 

обще говоря, не всюду определенную). 


Теорема. Если Г СЮ- алгоритмическая функция, 

- »'.5п 1 . ^ V— - ^ 44 - •— • '• - • 

(к) - частично-рекурсивная функция (§ 3), 

Обратное, однако, неверно. Не для всякой частично- 
рекурсивной функции г (к) существует соответствующая 



Комплексы будем обозначать большими латинскими 
буквами, их номера - соответствующими малыми. 

хх ^Функции от номплексов мы будем обозначать больши¬ 
ми греческими буквами, а индуцированные функции е нату¬ 
ральном ряду - соответствующими малыми буквами. 

Рассматривая функцию от элементов некоторого мнрже- 
ства /Г (комплексов, натуральных чисел и т,д.), мы 
разрешаем ей быть не всаду определенной. Про такую функ¬ 
цию мы скажем, что она определена в множестве . В 

дальнейшем без оговорок рассматриваются функции, опре¬ 
деленные в, некотором множестве. Равенство двух функций 


ш будем понимать в том смысле, что обе функции одновре¬ 
менно определены или не определены и их значения равны. 








алгоритмическая функция I (А/ . Например, если ^'с-ѵ 
определена на воем множестве номеров комплексов, то Г(^) 
должна быть применима ко всем комплексам, в то время как 
алгоритмическая функция не может битъ применима ко всем 
комплексам. 

Тем не менее, для каждой функции в натуральном ряду 
^(к) все же можно найти ее представитель среди функций 
от комплексов. Для этого будем каждое натуральное число 
К представлять его и зображение м - П-комплвксом К : 



Натуральные числа будем изображать малыми латинскими бук¬ 
вами, их изображения - соответствующими большими буквами 
с чертой наверху. Для каждой функции в нату¬ 

ральном ряду существует функция от комплексов - мы обо¬ 
значим ее соответствующей_большой греческой буквой с чер¬ 
той наверху - - Г ( 

Теорема. Если частично-рекурсивная функция, 

то Г СЮ " алгоритмическая функция. 2). 

Назовем функцию вычислимой, если^су че¬ 

ствует алгоритмическая функция Г" , такая что 
Легко видеть 3), что класс вычислимых Функций совпа ¬ 
д ает с классом частично-рекурсивных . 

Здесь и венду во "Введении" речь для простоты идет 
о целочисленных функциях только от одного аргумента. 
Однако все факты сохраняют свою силу и для функций от 
любого числа аргументов.. 
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4 . 


Перейдем к рассмотрению условных алгоритмов. Если 
начальное состояние машины, задающей условный алгоритм, 
есть кон ечный П-комплекс, то такую машину легко заменить 
машиной, определяющей ту не функцию в множестве комплек¬ 
сов, но с пустым начальным состоянием. Такой алгоритм 
является по существу безусловным. 

При рассмотрении условных алгоритмов поэтому нас 
будут интересовать машины с бесконечным начальным состо¬ 
янием. Ш оставим в стороне общий случай и займемся ма¬ 
шинами с начальным состоянием специального вида, кото¬ 
рый укажем позже. 

Вопрос об условных алгоритмах мы рассмотрим в свя¬ 
зи с проблемой сводимости. 

Наряду с проблемой решения отдельной задачи суще¬ 
ствует проблема алгоритмического решения серии задач. 
Точно так же наряду с пробленой сведения решения одной 
задачи к решению другой задачи существует проблема ал¬ 
горитмического сведения одной серии задач к другой се¬ 


рии задач. 

Проблемой сводимости занимался По|ст [б] . Он 
рассматривал два рекурсивно перечислимых, но не рекур¬ 
сивных множества натуральных чисел т • Пер¬ 

вая серия задач: "Принадлежит ли п. множеству *♦ 
Вторая серия задач: "Принадлежит ли ^ множеству ". 
По|ст рассматривал вопрос об алгоритмическом сведении 
первой серии ко второй. Это есть проблема сводимости 


множества 


Л 


к множеству $2 
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Сводимость множеств есть частный случай сводимости 
функций Гори сводимости 3г к характеристическая 
функция 3 ± сводится к характеристической функции ). 
Мы будем изучать проблему сводимости сразу для функций. 

Как определить сводимость функции <^(*-') к функ¬ 
ции о О*) \ Что означает утверждение: "функция вы¬ 
числима, при условии, что вычислима оС») " ? Проще всего 
I сказать, что это означает следующее положение: "если 
функция вычислима, то и /(^вычислима. Но отсюда 

получается, что все нешчислише функции сводимы друг к 
I другу просто в силу ложности посылки. Значит, надо дать 
какое-то другое, более тонкое определение. Таких опреде¬ 
лений можно предложить два (не касаясь определений неко¬ 
торых частных случаев сводимости, рассмотренных Поустом 
’ в [6]) : 

1) Рекурсивная сводимос ть, функция ^ рекур¬ 

сивно сводится к функции о{р) , если #(*>) принадлежит 
рекурсивному замыканию І^дея такого определения 

принадлежит Б.А.Трахтенброту. 

2) Т&юринговская сводимост ь. Понятие тДюринговок рй 

сводимост и было введено Вор отом в [ 6 : 

"Эффективное решение проблемы разрешимости для ре¬ 
курсивно-перечислимого множества З х натуральных чисел 

Рекурсивное замыкание функции с> есть минималь¬ 
ный рекурсивно-замкнутый класс, содержащий <5~ и все 
примитивно-рекурсивные функции. Класс функции называет¬ 
ся рекурсивно-замкнутым, если он замкнут относительно 
рекурсивных операций: суперпозиций, примитивных рекур¬ 
сий и применений оператора /И 
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может быть мыслимо в виде машины, или последовательности 
правил, которая, если задать любое натуральное число 
развернет мо*ор^нн«й ( топовепіс ) процесс, оканчивающий¬ 
ся правильным ответом "да" или "нет" на вопрос "принадле¬ 
жит ли уі к $1 ", Предположим теперь, что эта ситуа¬ 

ция имеет место со следующей модификацией. Пусть в опре¬ 
деленное время другой машянно-задаваемый процесс ставит 
вопрос, принадлежит ли определенное число т данному 
рекурсивно-перечислимому множеству , и пусть маши¬ 

на так устроена, что если правильно отвечать на этот во¬ 
прос всякий раз, как вопрос возникает, то процесс будет 
автоматически продолжаться до окончательного ответа Сна 

вопрос " И е 1 " - В.У.). Мы можем тогда сказать.что 

V 

машина эффективно сводит проблему разрешимости для і 
к проблеме разрешимости для 3^- • Интуитивно это соот¬ 
ветствует наиболее общей концепции сводимости --3 к ^ . 
Потому что сама концепция проблемы разрешимости для ^ 
содержит в себе единственно "отвечание" для любого дан¬ 
ного натурального числа на вопрос, содержится ли 

урі ъ » а за конечное время конечное число таких 

вопросов может быть задано. Соответствующая формулирова¬ 
на "тбюринговской сводимості" имеет поэтому ту же сте¬ 
пень общности по отношению к эффективной сводимости, 
как, скажем, общерекурсивные функции - по отношению к 
эффективной вычислимости. Отметим, что ... в т^юрингов- 
ской сводимости, за исключением первого числа № , зна¬ 
чения чисел Уул , для которых этот вопрос (вопрос 
" уие г " - В. .) ставится, зависит, вообще говоря. 
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от правильных ответов нв эти вопросы для всех предшествую¬ 
щих УУі . Характер этой зависимости, однако, эффективен, 
и мы имеем эффективную сводимость в интуитивном смысле" 
СПо^ст, [6] , стр.ЗП-312). 

Формулировка По|ста, таким образом, касается своди¬ 
мости множеств, или, что то же самое, характеристических 
функций. Однако, она без труда может быть перенесена на 
сводимость произвольных функций в натуральном ряду ($4). 

В § 4 пока зана эквивалент ноетъ этих обоих определе¬ 
ний сводимости. 

Попытаемся теперь дать наиболее обжав, опр_в деленк§ 
іг оритми ч е ой оврм _пррблем к 

)втвнию другой серии проблем в терминах алгоритма іСолмо- 

- - - . _ -ГГ ’Ѵі-щ. . . і іі іЦТі.мрГ і і ^ ^—тт шгеггсг 

Ігорова, а именно усл овного алгоритма. 

Каждую проблему будем задавать в виде П-компяекса 
К с одной активной Евргаином. Решение проблемы есть П-ком- 
плекс Ь также с одной активной вершиной. Очевидно, Ь 
есть функция от К : 


І-- лоо 


Пусть первая серия проблем образует множество П-комп- 
лекоов <вУ, их рзшения образуют множество П-комплек- 
сов ^ С ) , С- Г ( %). Аналогично для второй серии 

проблем - множества ]^ Р ^ и ^ (СУ и функция 
Сі - Л СЮ - Речь йдет * следовательно, о том, чтобы 

алгоритмически свести функцию Г* к функции -А 

При изучении функций от комплексов наложим на эти 
функции следующее ограничение. Назовем последовательность 
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П-кошлексов 



>> 




перечислимой, если существует безусловный алгоритм ( ^Р > , 

такой что 

(р ( М ) ~ 5 ГИ 

(напомним, что есть изображение числа ), {Мно¬ 

жество П-комплексов называется перечислимым, если его 
можно расположить б перечислимую последовательность {быть 
может, с повторениями). Множество П-комплексов, к кото¬ 
рым применима произвольная алгоритмическая функция, всег¬ 
да перечислимо (§5). Поэтому в дальнейшем мы будем рас¬ 
сматривать исключительно функции от комплексов, опреде¬ 
ленные на перечислимых множествах. Что же касается функ¬ 
ций в натуральном ряду, то мы будем рассматривать гэлъко 
функции, области определения которых рекурсивно-перечис¬ 
лимы (таковы все частично—рекурсивные функции). 

Вернемся к вопросу о сводимости функции / к функ¬ 
ции Д . Построим бесконечный П-комплекс^ заключающий в 
себе всю информацию о функции А • Для этого развер- 
нем область определения Д в перечислимую последова¬ 


тельность : 

9 

'4 1 


Я 


7 


р 


Г" ) 


Я -- ѵ С«) 


кножество значений А тоже резвернем в последователь¬ 
ность (вообще говоря,непервчислимую): 

(3, о ,. с- С2„:АС р, ~) 


2 > ■ ) 
Ф 


Каждый П-кошлекс А имеет единственную активную вер- 
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'Р р 

шину . Заменим >С на комплекс ' і , отличающийся 
от лишь тем, что в Р( нет активных вершин (т.е, 
все вершины Р , в том числе в *=*,-, в Р і присутст¬ 
вуют, но ни и никакая др г, гпя вершина не выделена 

как активная.) П -комплекс С2<; имеет единственную актив 
ну ю вершину , совершенно аналогично строится Оі 

Соединим вершину <=<• комплекса ■ вершину комп* 

лекса 01 отрезком; посредине этого отрезка поставим 
вершину -€і . Все эти вершины €■ нанижем на бесконеч¬ 

ный луч. Получим^омплекс ДО<т> С&} : 



Активной вершиной в $2ф ^является €- ± . Для того, 

чтобы аккуратно получитъ Пкомплекс, надо еще В за¬ 

дать характеристическую функцию на вершинах и значки на 
концах отрезков. Характеристическая функция полагается 
равной единице на вершинах -С с ш той } которая была^на 
вершинах Р\ и 0+ . Аналогичным образом устраивается 
и распределение значков на концах отрезков. 

Мы скажем, что функция ^ ал г о ри тмич е ски | 

ся_ к функции , есл^ существует такая алгоритмиче¬ 

ская Функция Ф и условный алгоритм Пт с начальны?? 
состоянием (0?^ * ч<го ДД* любого комплекса В 

п0( в) - г(в) 
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Про условный алгоритм Пф шт скажем в таком слу¬ 
чае, что он сводит Г к Д Пусть <р > ѳ - две 
алгоритмические функции, каждая из которых развертывает 
область определения /\ в перечисленную последователь¬ 
ность. можно показать, что если существует алгоритм Пф , 
сводящий / к Л , то существует и алгоритм П@ , 

сводящий Г к Л , так что сам Фа д и уд|р^шдаи^а&“ 
висит от выбора функция у ($ 5). 


Установим связь а лгор итмической сводимости функций 

**— ті г»—'•■*•* — пп п •‘Н ‘4- _ д у^-<я53Ив>шш*<!7*^>й>й<йЯ?Р'’ * — '**•' -' * " ■ 111 ■ — 



.ж т- 


Пустъ доны две функции от комплексов / (К) и &(К) % 
Они Сем. стр. 19 ) индуцируют в натуральном ряду функ¬ 
ции у (к) и $(*). функциям у (*) и в свою 

очередь отвечают функции Г(^) и ( см. стр. КО )• 

Лемма I. Если Г ( И) алгоритмически сводится к 
Д(Ю , то у(*) рекурсивно сводится к 5(к) . 

Л емма 2. Если у(*) рекурсивно сводится к &<*) , 

то Г (К) алгорит ически сводится к А (К) . 

Отсюда нетрудно получить теорему 
Для того, чтобы /АО рекурсив но сводилась к 
<{(/<) , необходимо и достаточно, чтобы I ( К) алгорит¬ 
мически сводилась к А . 

Попутно обнаруживается следующее обстоятельство. 
Частично-рекурсивная функция определяется как элемент 
рекурсивного замыкания класса примитивно-рекурсивных 
функций, после чего доказывается теорема о каноническом 
представлении каждой частично-рекурсивной дункции в ви¬ 
де: 
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/?-л- X (лу[Ѳ(^)$=3> 


где я - примитивно-рекурсивные функции, при¬ 
чем ^ - некоторая вполне определенная функция С Кіеепѳ, 

[3] ). Частично-рекурсивная функция, таким образом, оп¬ 
ределяется как результат какого-то числа рекурсивных опе¬ 
раций; после чего доказывается, что можно обойтись впол¬ 
не определенным числом операций, из которых две: </ /' с и 
У - рыз навсегда фиксированы. Точно так же и для про¬ 
извольной функціи у , сводящейся к функции <г , мож 
но написать некоторое каноническое выражение. По предпо¬ 
ложению область У\/\ определения функции ^ рекурсив¬ 
но-перечислима, т.е, можно построить такую общерекурсив¬ 
ную функцию , что Известно, что в 

качестве \^(^) всегда можно взять некоторую примитивно¬ 


рекурсивную функцию. 

Теорема. Существуют две вполне о пределенн ые прими- 
т ив н о-р еку рейв ны е функци и 'Т(м) и со с и) со следующими 
свойствами. Если рекурсивно сводится к <К і . 

то существует примитивно-рекурсивная функция / У г^-глУ 
такая ; что выполняются равенства 

I) & °) ~ х г 

у(Х,*+1)= КуС*,»'); О (%(*>») 

у (у )' % ('Х'/У 1 т [°^ ^ ° 3 )) 


2 ) 


ГД 9 


у(т)~ примитивно-рекурсивная функция, пересчитнва 


щая область определения 8(-*) • 
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Таким обравом, функция % называется сводящейся 

сГ , если она иолудается из сГ 


ко , если она получается из о и примитивно-рекур- 
сивннх функций произвольным числом рекурсивных операций: 
оказывается, что можно ограничиться вполне определенным 
числом операций, из которых три: г и (л) - фиксированы* 
В частном случае, когда сГ всюду определена, ра¬ 
венства I/ - 2/ могут быть перзгшеалм в виде 


I/ ^,(х,0) - 

^ (ъ,п>+і)~ / (д. С*,г*), ли, &С$*)) 

2/ ~ О])) 


В И 1-5" бело® подробно рассматривается то, о чем ген 
зорилось во "Введении** В § I даются строгие определения 
комплекса, подкомплекса, подкласса и т«д« В § 2 показыва¬ 
ется, как записать в терминах алгоритма Колмогорова нор¬ 
мальный алгорифм Маркова и алгоритм рекурсивны* функций* 

В § 3 доказывается, что каждая алгоритмическая функция 
индуцирует в натуральном ряду частичво-рекурсивную функцш 
В § 4 рассматривается проблема сводимости функций* В § б 
устанавливается ряд фактов, у помянутых з предыдущих парах 4 
рафах, говорится об универсальном алгоритме и т*д* 

Андрею Николаевичу Колмогорову автор обязан как по¬ 
становкой задач, так и постоянным руководством во время 
выполнения этой работы. Автор приносит Андрею Николаевичу 
свою глубокую благодарность* 




30 


0 5 0 3 Н А Ч Е Я И Я 


Натуральные числа обозначаются обычно малыми латин¬ 
скими буквами: 

К, 4 т, УѴ, Р, ^ г я *.д. 

П-коштлексы обозначаются большими латинскими буквами: 

Т; О, X, У, і Я 1.Д. 

Функции от натуральных чисел обозначаются обычно 
малыми греческими буквами: 

сГгх^ и т.д. 

Функции от комплексов обозначаются большими гречес¬ 
кими буквами: 

Г С К); Л(^), Ф С^) и т.д. 

Иногда к этим буквам приписываются значки и индексы: 

К± ? 5г / ^ ^ и т.д. 

При этом соблюдаются следующие условия: . 

1) Если большая латинская буква обозначает Д-комп- 
лекс, то соответствующая малая буква обозначает номер 
этого комплекса. Так, комплекс /С имеет номер к 

2) Если большая греческая буква обозначает функцию 
от комплексов, то соответствующая малая буква обозначает 
индуцированную функцию от номеров комплексов. Так, функ¬ 
ция Ч- ф (су^) индуцирует в натуральном ряду функцию 

ум* 

3) Если малая латинская буква (например, К ) обо¬ 
значает натуральное число, то соответствующая большая ла¬ 
тинская буква с чертой наверху к обозначает П-комп- 
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леке, являющийся изображением этого число, т. е. П-коші- 
лекс 

'Я % 





4) іГсле милая Грвчжокая буква (например, ) обо¬ 
значает функцию в натуральном ряду, то соответствующая 
большая греческая буква с чертой наверху обозначает изоб¬ 
ражение этой функция, т.е. функцию от комплексов , 

такую что если , то У ~~~ Ф ^ ^ ^ 

Например, номер комплекса есть ^ , изображе¬ 

ние этого номера - комплекс м , номер этого комплекса 
УѴ* и т.д. 

Следующие фикоированние примитивно-рэкурсивные функ¬ 
ции имеют постоянные обозначения: 

Гфункция, равенство нулю которой эквиьа- 
(уО С 1 е ) ] лентно тому, что на одно,; из вершин Гі-кон 

лѳкса УС с номером х имеется знак оо. 


но.'лер изображения *®ЯКІ* ч исел (’ЭСі , ѵ 


Ѵбч,Ѵ 


(т.^. юмер о П-кочплекса С^г> 



Хх+ІЛ' Ск і 

( х .ѵ акция, такая что если іл 


_ г*' 

есть номер 




Д-кошлекса г - изображения числа 
то (функции, обратная к о С*) ) 
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номер той связной компоненты Д-комплзкса 
X „которая содержит вершину со знаком со 


ТС*) -^суперпозиция ^ и "5 : Т(У~) ЪІ^О’У). 
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§1* Вспомогательные опреде¬ 
ления, касающиеся комп¬ 
лексов. 


Множество /ч (конечное ид и бесконечн ое) объ ектов 
двух родов - вершин и отрезков - мы назовем комплексом , 
если выполняются следующие условия: 

і/ элементы К образуют одномерный топологический 
комплекс; 

2/ на вершинах К вадава характеристическая функ¬ 
ция .^(^принимающая целые положительные значениЯ| 

З/ каждой вершине е сопоставлено некоторое множе- 
ство 2 (€} целых положительных чисел (значков); мно¬ 
жество / к (е) приведено во вваимно одкозначвое соответ¬ 
ствие с множеством О (^отрезков, отходящих о и верши¬ 
ны € . 

Если множество К конечно, то комплекс назовем ко¬ 
нечным; в противном случае назовем комплекс бесконеч¬ 
ным. Пустое множество будем считать частным случаем ко¬ 
нечного комплекса. 

Наглядно можно представить себе, что каждый отре¬ 
зок комплекса несет на себе два значка - по значку на 
каждом своем конце, зсли взять некоторую вершину -6 и 
рассмотреть множество значков, стоящих на обращенных к 
этой вершине концах отрезков, отходящих от этой верши¬ 
ны, то это множество и есть г ѵ 

Множество і назовем ^дкомплексом комплекса /\ , 
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если выполняются следующие условия: 

1/ 2 есть подкомплекс К в топологическом смысле; 
2/ на вершинах Ь определена целочисленная функ¬ 
ция причем /і (*) - 

З/ каждом вершине из Ь сопоставлено некоторое 
множество 2 С*) целых положительных чисел (вначков); 


множество р (*,) приведено во вваимно-однозначноѳ со- 

0 % 


ответствие с множеством 


отрезков, отходящих от 


---— ,— гд 

вершины С и принадлежащих и • Требуется, чтобы: 
а/ 

б/ соответствие между ~р 7е)ж О (<?)б ыло тем, кото- 

*--Д 

рое индуцируется соответствием между с. Се) ж ФУ *- у ■ 

Множество 01 назовем подклассом комплекса /<( , ес¬ 


ли выполняются следующие условия: 

1/ (72 есть подкомплекс К в топологическом смыс¬ 


ле; 


2/ на вершинах Оі определена целочисленная функ¬ 
ция^ (л) причем 

З/ каждой вершине € из (7*- сопоставлено некоторое 


множество 2. 01 (л) целых положительных чисел(значков); 


множество 2 V е } приведено во взаимно-однозначное со¬ 


ответствие с множеством 


ОРе) 


отрезков, отходящих от 




вершины € и принадлежащих к 

- — — ‘ ■і-і ни и ііі Г 

(71 



Требуется, 


чтобы 


а/ 

/ СП 

б/ соответствие между 2 Се) л 


К 


О 


было тем 


х/ При этом, очевидно 0 с ^ 


К 


Се) 







же, что и между 2 с «; И 

Таким образом, подкомплекс ^ отличается от под¬ 
класса 92 тем, что в случав подкомплекса /_; мы ассоци¬ 
ируем с каждой вершиной лишь те значки, которые при¬ 
надлежат лишь отрезкам из і* , инцидентным с этой вѳр- 
шшш, а в случав подкласса <92 мы ассоциируем с каждой 
вершиной все отрезки из К , инцидентные с этой верши¬ 
ной* Иными словами, из вершимы во і комплекса мы можем 
"видеть" только те отходящие от нее отрезки, которые 
принадле жат Ь , а из п > дкласса - все отходя¬ 

щие от нее отрезки* 

Подкомплекс (подкласс) будем называть натянутым 
на множество своих вершин. 

Две вершины назовем соседними .если они соединены 
отрезком. Вершина называется соседней с множеством А 
если она не принадлежит А и является соседней;, хотя 
бы с одной вершиной из А « Вершина называется крайней 
для множества У? , если она принадлежит А и является 
соседней, хотя бы с одной вершиной, не принадлежащей 
, А . Замыканием [А] множества А называется минималь¬ 
ный подкомплекс, содержащий как множество А , так и 
; множество всех вершин, соседних с А . Отрезки, соеди¬ 
няющие вершины аз А с вершинами, не принадлежащими к 
А , называются внешними для А • Очевидно, внешние 
для А отрезки соединяют крайние вершины для А с 
вершинами, соседними с А . 

Подкласс отличается от подкомплекса тем, что,имея 


К 
















дело с подклассом, мы обращаем внимание на внешние от¬ 
резки. 

Комплекс /ч назовем ограниченным , если ограничено 
множество значений характеристической функ¬ 

ции и ограничено множество СУ 2 (*) (т.-е, сово- 
купное множество ьсех значков, встречающихся в К )* 
Всюду в работе, не делая специальных оговорок, рассмат¬ 
риваются только ограниченные комплексы. Ограниченному 
комплексу припишем порядок (п, о<\ , где 

П- іи Р {//О 1 } > и, ^ир У 2 V 

В множестве порядков комплексов можно ввести частичное 
упорядочивание, положив 

(Рі, <(Рг, °^г) 
если одновременно гь ± ^ У1 г и ^ оі 
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§2* Запись некоторых алго¬ 
ритмов в терминах алго¬ 
ритма Колмогорова. 

1 . 

Во Введении было отмечено, что алгоритмы в смыс¬ 
ле других определений авто матически записывается в 

терминах алгоритма Колмогорова. 

■іи і гятштттѵ пш ш г * иГі М іПИ і ■С Р ШИГГ- Г 'п и — гі1 Г Т1П11Т!ІТТТТГ , * иь * д ^ 1 ^^ 

При изображении на бумаге П-комплѳксов условимся 
о следующем: 

і/ активные вершины будем выделять, обводя их кра¬ 
сными кружками; 

2/ значки, стоящие на концах отрезков, будем для 
простоты опускать; 

З/ разрешим характеристической функции ^^при¬ 
нимать в качестве значении не только натуральные чис¬ 
ла, но и некоторые символы (например, буквы иэ алфа¬ 
витов А. А, Уварова), Если угодно, можно считать, что 
эти символы просто обозначают некоторые натуральные 

числа, 

^ля записи любого алгоритма в терминах алгорит¬ 
ма Колмогорова нужно расчленить записываемый алгоритм 
на отдельные, достаточно четкие операции, 

2 . 

Докажем, как записать алгоритм Маркова в термн- 
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нах алгоритма Колмогорова. Мы предполагаем, что чита¬ 
тель знаком с определением нормального алгоритма по 



который для простоты будем записывать в виде 

Ы 1 вп¬ 

ечатая, что меы-ду сосѳдыіши буквами проведены отрез¬ 
ки. В случае, если потенциальный подкомплекс несвязен, 
отдельные его компоненты будем отделять синей верти¬ 
кальной чертой. Например, для П-коиплѳкса 



потенциальный подкомплекс залилем так: 



Нормальный алгоритм задается схемой 


(№*) Л г д 1 

С ог г ) В г 


../К в? 

Г\ («) (к) 

Пусть слово Л к имеет вид а} Ос 2 . .. Я 




а слово о к . вид ѵ і 


а слово 


Для простоты будем считать, что все слова Д ; Д не 


пусты* 




~ зз~ 


Укажем, как задать соответствующие алгоритм Кол¬ 
могорова* 

Мы хотим применить нормальный алгорифм к слову 

кЯ- в-і Сс? ■- 

которое мы запишем в виде П-коыплѳкса у г/> 

(Л^ а г-- а % 

Расчленим процесс применения нормального алгориф¬ 
ма М одерацши ^ 

Зпѳрва мы припишем к П-коыплексу Я слева циф¬ 
ру ^то значит, что мы будем применять к нему под¬ 
становку ((к г ) , 3 терминах алгоритма Колмогорова 
приписывание ^ифры 1 задается парой (№? ^ ) кз 
мно ст-ва )У1 правил переработки (пару нам 

будет удобнее писать в виде Н Н ) : 


(I) 



04 )^ 


Ф а г 


а, 


Пунктиром будем показывать то взаимно-однозначное 
соответствие, которое установлено между граничными вер¬ 
шинами Н и некоторым множеством вершин Н • ЯШ бу¬ 
дем пунктир опускать там, где это соответствие очевид¬ 
но (как, например, е ( і ) ). 

Чтобы алгорирм мокно было применять к любому 
слову Я из алфавита, надо чтобы в правиле а) и 
последующих правилах переработки под буквами 
понимались любые буквы ив рассматриваемого алфавита. 




Поэтому правило (I^ ^как и другие правила) на са¬ 
мом деле является серией правил (если а алфавите ѵ~ 
букв, то (і) является серией из ~ТГ 2 правил). 
Теперь мы должны применять подстановку . 

;:ля этого сперва выделим з Л группу из букв 

^ ш число букв в Д? ). ідЫ выделим эту группу в 

качестве потенциального подкомплекса. Это достигается 
последовательностью правил: 

(Ъ 1 ) ©а, т 

(12 ) (Г) ® 

Ю 0© 0 л, 


(П "‘) © © © • 

При этом может случиться, что в слове і/? меньше 
букв, чем в Л± и мы до дел до конца слова Л , не 
успев выделить букв, ^то значит, что Л не со¬ 
держит вхождений слова Лі и мы дол ны начать примѳ- 

нять ((21 г) • іо этому мы должны иметь следую,дую совокуп¬ 
ность правил: 

^ 0 а і &і - -- °*р г для всех ) 

появление цнірры 2, и означает, что мы будем применять 

ьсли этого не случилось* то мы благополучно выдели— 

ли в Л потенциальное множество из т л первых (считая 

слева) букв и получили П-комплекс 

( Щ • - ■ - • а г*- іі &Пу х + І 01 % 

ѵ лотеидеальная "часть 








Теперь мы должны посмотреть, совпадает ли слово 
С3 - 1 - ЗуѵУі -1 со словом с Яг = - 

. Пусть совпадает. Тогда его надо заменить .на В ± - т 
Таким образом, должно быть правило 



СС 


Появление цифры 1 говорит о том, что к полупившемуся 
комплексу надо скова применять іку ( Ог х ) 


Если К Д 1 заключительная подстановка, что 

записывается !3і , то правило (Ж) видоиамекит- 

ся так 





((X —/7*0 6/9 А Я/1РЛ*1*ъ) 


Іусть теперь слово Оі х Сі 2 -і®* нѳ совпадает с 

Л • Тогда мы должны всю оту группу из букв пе¬ 

редвинуть на одну букву направо: 



Это правило пишется для всех групп из букв 

отличных от і/?* . 


Применив (№1 Х ), мы получим П-комплекс 

(^/<0г ± ^ . .. (0('В^'\' й г й • * ‘ 

в котором над© исследовать на предмет совпадения с 
группу ИЗ /07 г рук в 

(\% + і 

Если эта группа совпадает с і/Я* , мы заменяем ее 
на В г , если нет - сдвиге ем направо еще на одну букву. 






; 
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Ісли ело во Л вообще не содержит вхождений швр> А 
то мы пойдем до конца этого слова и перейдем к при¬ 
менению подстановки (№-я) .Это осуществляется 
правилом _ 

( ѵц ) &5 ( 05 ^ - * (%)&1 I &%+*'■' ®*+!**-1 

Л так далее, Каждый раз мы применяем одну из 
подстановок (Оі*) смотря по тому, какая ци ра стоит 
спереди, і’сли слово с/? не содержит вхожденій слова 
Лк .то лы пере де., к (01 К+і') $ НѲ КАК от 

(С 7і ± ) мы перешли к . 

Процесс длится до тех пор, пока 

или і/ произойдет заключительная подстановка 
или 2/ мы просмотрим все подстановки 
(оі 4 (Оіі),.--, (Оі-і) и не обнаружим в Л вхождений 
ни Д, ни Л± , .... ни Л г , 

3 обоих этих случаях цифра, стоящая спереди, 
"гаснет", вместо нее "вспыхивает" знак Со , после 
чего работает уже написанное правило < 

С й‘) (со)а. —-? „стоп" 

се остальные, не і .писанные нами гг вер¬ 

шен но аналогичны, их нетрудно выписать в явном і-яце. 
шн видим, что машина Колмогорова, осуществляющая 
нормальный алгорифм Маркова, строится хотя и утоми¬ 
тельно, но совершенно автоматически. 


3 . 


Так же автоматически записывается в терминах 



алгоритма Колго^огорова и вычисление произвольной 
частично-рекурсивно ’ функции. 

тх зовёы изображением числа х П-ком- 


плекс X нида. 

, /?\ * * 




хі-2 

Щъ&фшащк йен "энкм" чисел {я % . ѵ ) назовем П- ком* 
и леке 

> а фі | , , | х _ІЦ_ 

+ 2 г А ъ Х 2 +2 р» г 

который $удем записывать также так: 

X* - ~Х; 'К 

Іі лаз &ШЯЯ пункцию и - эс н ) вычислимой , 

если существует малина Колмогорова , пере- 

Ірабатывающая П- комплекс в П- ком- 

; плекс У 

ііы хотим показать, что ьсякая частично-рѳку- 


рИСЕьНЬЯ (функция вычислима. 

Частично-рекурсивная функция - сокращено чрф- 
опрецеляется так 3 ~], [ 7] . Задается серия на¬ 
чальных пункций. 

У (х Х н )= Х к , О п (*!_, , -*Ѵ,)_ 0, 5(ос)^ ЭС+1 

^)п\с +2 ' У / 

и указывается рекурсивные операции, позволяющие 
по уже построенным функциям строить новые: 

1/ /Суперпозиция/. Если ^ (х іу , 

ЦС^г г .■,**)- Чрф, ТО 

У'(Ѵі(' х ѵ- ѵ "V 

тоже чрф. 











2/ /Примитивная рекурсия/. Йели 



Х„-і) и 


С ) • "; “^>7- 

1 ■ і-і) — Чт(р 

то и 



^ уі~-1 у 

) - -чрф, 

где ^ С 

Х г , ~, ОС„ 


задается равенствами 


то и - 2 ,0) 


-— $С_ ^ 

•ѵ *»-і) 

/ ы, ■ 


+*) 

= ^ 



3/ { Применение Няинеѣского оператора^ 

ЕСЛИ Ѳ • Чрф > 

то чрф и 

1 /а(х 1 ,.;-х„)= уОуЕ&С-х*,. .,Х^=0] 

Класс частично-рекурсивных функций определяете; 
как минимальный класс, содержащий начальные функции 
и замкнутый относительно рекурсивных операции. 

Чтобы доказать вычислимость любой частично- 
рекурсивной функции, достаточно доказать поэтому, 
что начальные функции вычислимы и что рекурс ивныѳ 
операции сохраняют вычислимость, Иными словами, 
надо во-первых построить машины Колмогорова для 
начальных функций, и во-вторых показать, как,имея 
машины для заданных функций,построить машину для 
функции, подучающейся из заданных рекурсивной опе¬ 
рацией. 

Доказательство, таким образом, идет по индук¬ 
ции. При этом нам выгодно усилить индуктивное пред¬ 
положение. Ймѳнно , будем строить для чрф не просто 
машину, а допустимую машину. 



Будем считать, что каждой частично-рѳкрусивной 
функции отнесен присущий ей одной функциональный 



энак ^ у и т.д, /, причем в этом фун¬ 
кциональном знаке содержится информация о всех 
ракурсиьных операциях, создавших эту функцию. Мы 
скажем, что для функции ^ =/(**,.-, * и ) построена 
машина Ъ , если Ъ перераба- 


допустимая 





тывает любой комплекс вида 

' 04 . .-5-0- 

'Х-І.+2 г лх 

/ где к і и К^ - произвольные комплексы, ы 

один из знаков; ( левая скобка) или у 

( запятая) , /) ^3 <ла ^ н ш^наког*, Д) і*/>и > ^ комплексе 

в - * >/ги г , * ^ 

( О- 0/-О- -9 —<?-—о— 

( с теми же самыми Р Допусти ¬ 

мость машины означает попросту говоря, что в про¬ 
цессе переработки мы не выйдем за пределы комплек¬ 


са 


/с , г г , ,2 


2 ,)> Р 

■ - -а — о — о 


Все машины, которые будут строиться в этом парграфе 
допустимы. 


( 2 , 01 ) 


( 2 , 02 ) 


Для простоты комплекс вида 

" с , г Гг ~ 


2 > > , 
~о — о~о—о 


будем записывать 


,/С 2...2Л 


считая соседние символы связанными отрезком. Если 
же они не связаны, то, так же как и раньше, условим¬ 
ся ставить между ними вертикальную синюю черту. 

Еще короче комплекс мы будем записывать так; 









/У 




.Итак, сперва надо построить допустимые м а шины 
для начальных функций* Покажем это на примере функции 
5(эс)~ ЭС+ 1 

Задается П- комплекс 

'х+2 рлі 

Надо его переработать б П-комплекс 


Это достигается правилами переработки 


\ 


,§С 


—> 

м> 

ш 


> 

>00 



— >■ 

9 /о) ^ здѲСЬ возникает 
^ ^ тот самый (х*-ъ) 




СИМ)ЗОУ> 2 ) 

М 1 

2фг 

—^ 

,фс \ 22® 

7Щ і 

і®. 

—> 

, фс 1 290 

і 

*вР> 

—> 

, $С 1 Ф 

Ш ( 

Д - 


,Ш\0й 



ѵлш ^уШѵю 


/ 


$са 



У 

\ 


70 I 
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Тепѳрь надо показать, что если для некоторых сан¬ 
кций существуют допустимые машины, то и для функции, 
полученной И8 них рекурсивной операцией, существует до¬ 
пустимая машина. 

Суперпозиция » Пусть для функции ѵД (%$-Ю^.. 
^ (*!)■ построены допустимые машины 

> Ѵ • йужно построить допустимую ма¬ 

шину у для функции 

х-І - ѵ (**'"■> *-)) 

Ее построить легко* Действительно, легко постро¬ 
ить допустимую машину со следующими свойствам*» 

Если дан П- комплекс 

(2.04) )0 С X 1 - ^ ) ; 

то она перерабатывает его в П- комплекс 

(і.о*) ,?(,<&( х 4 - V-й № 


(2,06) 


После этого пускается в ход машина 9у* » которая заме¬ 
няет в (2,05) подкомплекс, ~Х), » на й?* 

^изображение числа ш % , где . получа¬ 
ем П-коппдекс __ _ __ 

, г (>ф * IV % (X* - ■■- х * ^ -ѵ Г~ ( ** - х 4л 


2* Р*3 


Легко написать правила, перерабатывающие его в 

(2,07) ^С,2 г г ,@(х 1 - ..-хД..., уѵ^*Ѵ-...-хД), 

А тогда пускается в ход и получается 

(2.8) , у ( ЪСУ,-...-**), У.№' 


где 


г, 


Уг Хи ) 





И так далее* В конце концов получим 


(2,09) б?, - 4 - 2 


Ап-2 у 


_ 

?*, ря 1, гЗе г^, - */>■ " 3 


ртот комплекс нетрудно переработать в комплекс 

(2.10) 1? '• 

После чего пускается в ход машина , которая пере¬ 
рабатывает (2,10) в У . ( У изображает ^ * где 

^ ) - 

Примитивная рекурсия. Лля простоты рассмотрим слу¬ 
чай функции от одного аргумента, задаваемой рекурсивны¬ 
ми равенствами , д 

дум построить «аіпину т / , кот ; ал перѳрабаты- 
ваѳт комплекс 


(2.11) 


'1 


і/ 

если 


2/ 

если 

(2.12) 



где 

X 



Та 

же . 

леке 

(2, 

,12) 


2* 

1/ в 


х= (Л - в Н (изображение / ) 


- изображение числам 


з НЯ 


к СГ?>™ (,, ° тр*юх") 


^ I ————■—— ^ л 


2. 2/ если в комплекс 

(2.13) (ЯЯ > &'**-''), ), Р 

И так далее* В конце концов, комплекс (2,1і) пере¬ 


работается в комплекс 
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Нетрудно теперь задать правила переработки, кото¬ 
рые бы превращали комплекс (2*14) в изображение числа 



ля этого комплекс (2*14) надо рас¬ 


смотреть как Формулу и произвести ее свертывание, на¬ 
чиная с внутренних скобок. 

Оператор Ла . несколько более громоздко, но то- 

Г і РІ 

же, если додумать, достаточно просто, цаеэтся прием. 



для 



Для этой машины нужно написать 31 правило переработки 
(не считая правил, задающих ^ , которые тоже зключа 

ются в задание ). вероятно, ото число мо.-но сок¬ 

ратить. кы не будем выписывать эти правила. 

Таким образом, оказывается, что для всяко;] час- 
тично-рекурсивнои функции существует 

допустимая малина, перерабатывающая П-кошілекс 



в П"кокплекс у 

Отсюда следует, что все частично-рекурсивные функ¬ 


ции вычислимы. 


^8 
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§3* Рекурсивное ть алгорит¬ 
ма Колмогорова. 

1 . 

В этом параграфе показывается рекурсивноеть безус¬ 
ловного алгоритма Колмогорова. 

Лля этого устроим "арифметизацию" этого алгорит¬ 
ма, Каждому а-комплексу К мы отнесем натуральное 
число к - его номер. 

Произведем сперва одно Ф усовершенствование маши¬ 
ны Колмогорова. Именно, исключим из правил переработки 
слово "стоп”. Будем считать, что конец процесса насту¬ 
пает т^гда, когда на одной (и единственной) из вершин 
Л-комплекса появляется символ СО « Связная компонента 
это:: всрБШШ и есть решение. Вместо пары (/4 <і ' стоП>> ) 
будем, таким образом, л.сать тару (Ц, , где ■нг 

отличается от Н только тем, что на единственной (по 
условию) активно :не Н поставлен символ СО » Яв» 

но, что для ка.ідо ‘ машины Колмогорова в старом смысле 
можно построить машину в новом смысле (и обратно), 
задающую ту же функцию от комплексов (с точностью до 
символа СО на активно: вершине)» 

Соответственно расширим понятие П-комплекса, вклю¬ 
чив в число зничени характеристической функции символ 
ОО . Впрочем, этот символ можно считать просто неко¬ 
торым фиксированным натуральным числом. Отождествим его. 


напрщдер, с единицей. 


г. 

а'ежду П-кэмплѳксом к его номером стоит промежуточ¬ 
ный об *ект-таблица. Занумеруем вершины ті-комплѳкса К 
в каком-нибудь порядке: .. ѵ в^ ч Зостав мм табл и- 

ЧУ : 



-л 

<*оі 

_ і_ 

°^0% 

Л - і __| 

°<оѵ- 




. - • 

^іѵ- 

.--- 

ы г, 

--! 


. . . 

ѵ 


• * 

т 

• Г • 

• 

- 

• 

• 

«• « « 


- 

• 


. . 



^ѵ-і 

!.... 

^'ѴІ 

1 

- і 

°^ліѴ 

[_ 


ііы полагаем - 0 , если А и не 

соединены отрезком. Если же они соединены отрезком, то 
полагаем оі^ равным тому значку, который стоит 

в конце этого отрезка, обращенном к Щ « .-роме того, 

/Л ~ ХСр) ^ А «;) 

ПОЛОЖИМ З ік ' 

Здесь А (•€ ) - функция, выделяющая активные 
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вѳршины: А , если ■€. активна.и У (■?) = О в 

нро^вио- °л У ча, 

'.' Л ве таблицы, отвечающие одному и тому же П-коші лек- 
су (и соответствующие разным нумерациям вершин этого 
Д-Комплекса) назовем эквивалентными. Каждому П-комплек- 
су с числом вершин і/- отвечает множество из ьг! 
эквивалентных таблиц (столько, сколько различных нуме¬ 
раций вершин Л-кошілекса); некоторые из этих таблиц мо¬ 
гут совпадать. 

Введем порядок в множестве таблиц, Именно, запишем 
таблицу в строчку: 

' • • ^оѵ сч ‘2 2г * ‘ • ^ко *'* °4ѵ' ■■°^хго*\гі "'^ѵѵ 

А среди строчек введем словарный порядок* 

Назовем таблицу нормальной» если нумерация вершин 
іГкомгілѳкса устроена так, что сперва идут все вершины 
из мьо^естЕа* /) активных вершин, затем все вершины 

из множества А граничных вершин, а затем - вершины 
из множества 0 пассивных вершил, (см. стр. 13). 

Нормальная таблица имеет вид 



-*я- 


И 


Я 


р 


а 


Н. 


Л 


р 


& 






— : л 


0 

с/оі 

! 

1/ 

о а 

' 

... а 

А 

4>л« 


; 





Ріа 

к 6*1 


А 



\/ 


.* 




. 

* 



• 


* 





‘Раа 

°^ао>ы 

• • • 

Рак - 


• • ■ л 


1 с 

^0+і 0 

°^Л гі 1 


/а« а 


М • ” г 

Ч/, А 1 

*4«г Р 

»/ • • - с 

^СЧ( ѵ 


.* 

; 

1 ‘-'-Ч 

; 

• 


• 

• 

• 



V \ 

4о. 


* * - с 

Ьм 


і 

■/ 


°*А 

] 

1 • 

Л 1/ 

) 



*ы 

^/+« Л< 

( **' 


%к 

Ч " ’ 



- л 

< 



’ 

ТіТ 

; 

У 



1 а 

'Ѵо \ 

Рі 

. .. 

Ч/й 

«4 • •- і 

^и/, 

ы ѵЬ л 

■/• • ‘ 



Мы будем употреблять для нормальной таблицы такую 
запись: 



/5 

Г 

& 1 

/> 

у 9/5 


/><г 

г 

/ѵ* 





^- 

сс 


Заметим, что потенциальному подкомплексу Н 
отвечает нормальная таблица , занимающая левый 

верхние угол нормально,, таблицы I^ : 





00 .... 0 1 

о о ■ ■■ о 

I оо ... о 
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Рассмотрим множество ^ нормальный таблиц, 

отвечающих Я-комплекеу К .В левом верхнем углу 7 ^ 
помещается таблица отвечающая П-комплексу /-/ . 

Отберем те //< , у которых Іу минимальны (в смысле 
нашего порядка). Получим множество {гл • рз мно¬ 
жества л 7/р выберем теперь минимальную таблицу. 


которую назовем канонической таблицей для Л-комшіекса 
^ о Каждому П-комплексу эффективно и позначно соот¬ 
ветствует каноническая таблица и обратно по каждой ка¬ 
нонической таблице эффективно и однозначно восстанавли¬ 


вается П-комплекс, 


Ьѳсь алгоритм переписывается на языке канонических 
таблиц. 

Состояние машины есть каноническая числовая табли- 

/ т ѵ 

ща / , каноничность таблицы у сманивается непосредст¬ 

венно из ее вида. 3 самом деле, легко обнаружить, от¬ 
вечает таблица некоторому Н-комплѳксу или нет (чтобы 
таблица отвечала, некоторому П-кошілексу необходимо и 
достаточно, чтобы у ' ^о » все ^ 0 у имели вид 
3^ или 2-3 1 и, наконец, пули в таблице были располо¬ 
жены симметрично)* Если же таблица отвечает некоторому 
П-комплексу, то в ней легко обнаружить активные столб¬ 
цы и строки (т,-ѳ, столбцы с^Жомером у , для которых 
оіо'і имеет вид 2*3 п и строки с тем номером у , для 





которых оЛр 


имеет вид 2*3* ). Столбец (строка) назы¬ 
вается потенциальным, если он активный или если он пе¬ 
ресекается с некоторой активной строкой (столбцов) по 
отличному от нуля элементу* Элементы, стоящие на пере¬ 
сечении потенциальных столбцов и строк, образуют потен¬ 
циальную таблицу, Іи . Таблица Т называется о- 

І " т -- ^ і г щаияГиг»»'^ 

иичеекой, если ее потенциальная таблица занимает в ней 

левый верхи и; - угол. 


йітак, состояние машины есть каноническая таблица 
Iу за один шаг машина, находящаяся в состоянии 7 ~ , или 


і/ перерабатывает Т в / / , 

2/ дает сигнал о конце процесса (в том случае, ког- 

х/ 

да одно из чисел и имеет вид 2*3 . ) 

или З/ останавливается безрезультатно. 

Лерѳработка Т в / происходит на основании пра- 


аил переработки, которые мы запишем так: 

Столбиком выпишем потенциальные таблицы 

(они оте^гоіет первыя* Элеллеиѵндм Н*)). 

Против каждой из них выписывается таблица Ту* . Получа¬ 


ется такая схема: 


ч 

т нр 

ч 

С; 



ч 

Тн ; 


х/ А так как мы отождествили $$ со с единицей, то это 
число попросту равно 6* 
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Йаждая таблица іщ - каноническая. Таблица Т^* 
не каноническая Г и даже не нормальная), а вот какая. 
Таблица I - 


О 




іо 


/>■ 


с( 


Л.0 


п 


°^СиіЬ 


ОІ 

\ о 


и. 


01 


\ г1 


о(. 


а і 


Д+т 1 


Ы й- 


**•! 


У г 

Я 


имеет вид 

Г 


... м. 


о 4 


00 


к 


е*' 


Ю 


к 


аа 


У а*іа 


оа+і 


'Ійи 




Л 


(7 Я*** 




1 




ДД*| * 


л/ 

а+>и 


а+і о*і 


' (X к!* 4 


С>( п 


•- < 


^оч-і СХ+и* 


- К< 


й+!*А+\ • ' * уя+ь си**. 




Г 

У) 

(У я 

ур 

г 

р/> 

Г/= 


где нумерация ^ 2 . .. $>+»> оена так, чтобы таблица 

была канонической. Тогда таблица 7 шеет виц 

/)* Г* 




У 



X ^ 

0 

к| 

• .. 

< 

/ & 
Ы орн 

- - * 

> 

р+іи 

<х\ 0 

/ * 
*1 1 

, 


4„ 


г* 


1 

__ 

’ 

« 

.-- 
! ::' 

, 

. 

1 ^ро 

'і 

°<р+' 6 

кІ 

<*рі 

,1 

°ѵ* 1 


*?Г 

У 

Кр*, р 

*УГ < 

* * 

Р*'?і 

... ^ 

/- *- с 

, к 

' /» р+і 

к 

*/Ч/ і?/ 

- 

9 

-<■ - 

4 



/ Л * 

Ь* 

У- 

«/«- г 

,?■ 

•- <*/**, 

» 

• - ( 

1 ——— 1 





у 

/>* 


*ЛТ 


ш 

ГГ 



































































Здесь г Т ^ ; з ^ ^ } 


где ^ к - новая характеристическая функция, а ІС &)- 
новое распределение активных вершин, при этом нумерация 


^1; ••• ; ^ 


произвольна^так что «/?* не есть. 


вообще говоря, активное множество), с тем только услови¬ 
ем, чтобы вершины 'Я'р+г } .. '?+»* совпадали с вершинам* 
€ Л ,. ( ,.. Ѵ (ведь при переработке /7 в А/^ вер¬ 
шины из не меняются). Осевки, соединяющие верши¬ 


ны 


€ 


Л + І » 


/> 

» ^СіГИуі 


также остаются неизменными 


(хотя значки на них могут и измениться), поэтому в таб¬ 


лицах 


0+1 оа-і 

о/ 

* * • 1 Оі+\Лл 


р+1 р + уи,' 

ч 

і 

+ . * ' 

и 

\ 

ОІ 

(Х*\лл Ап 

• • ' + О*-*'- 

1 

ОІ «У 

' р+уі 1 р+-^ 


нули расположены на одинаковых местах. 
"Итак, таблица 


НЯ 

а*ЁШ&яв 





р 

«гуд 

Гу* 

Л'Г 

3 




г- 



ЯР 

и 


7? 


за меняе гея 


& 


$ Іершины /г совпадают с вершинами ижвадратах 


7Г а Р* Р* нули рас юлоаенн на одинаковых местах, 
пусть теперь дана каноническая таблица Г , 


в 



























левом верхнем углу которой стоит потенциальная табли- 
да >н 


V 


Смотрим, находится ли ^ в левом столбце схема пере¬ 
работки, и если нет, останавливаемся безрезультатно, а 
если да, то заменяем Т^ на Iн* и вставляем //./;* 
вместо 7р/ в таблицу Т : 



Л 


Я 

Я Л 

ЯР 

и 

ЯЛ 

/-Т 



Я 

г 

С- 

я 

яр 

ЯР 

0 

г 

гЯ 

гг 

Г С 

с 

0 

с я 

сс 


При этом, 
ся : 



я* 

г 

с* 

й* 

яу 

уг 

0 

г* 

ру 

гг 

РХ* 

с* 

0 

рр 

СѴ 


- (г и участок 



н 


РУ* 

СР 

(РС 

*т~ 

* 

II 

СХ* 



к 

СР 

сс 


не меняѳт- 


~Т~ I 

После этого мы строим каноническую таблицу / , экви¬ 
валентную т* (ясно, что Т / строится по эффектив- 

но). Таблица Т / и есть результат одного шага перера¬ 
ботки таблицы I • 

Если Т такоза, что она дает сигнал о конце про¬ 
цесса, то нужно построить таблицу ТІ , отвечающую свяв- 
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ной ко#, и о ней г е вершины со в том комплексе, которому 
отвечает таблица Т . Таблица ф - "связная компонен¬ 


та 


Т- 


строится по 


т 


эффективно; ее построение опи¬ 
сывается аналогично тому, как мы описали построение / / 


по 


г. 


з. 

Перейдем теперь к нумерации алгоритма, лля этого 
запишем таблицу 7~ в строчку 

''Ф о О ' ' * ^ о ЛГ ^ ІО * ■ ■ V • • • у о ' ■ • ^6)7 ІГ 


Всего в строчке знаков. Сопоставим ей по ГѲде- 

лю число 

У* 

где рі - <- тое простое число. Тогда кмлдоіі таблице 
отвечает число - ее номер. 


(Т) 


~ Го 


Рг 




Р 


+ 1 
г/ 


ѵ + ~ 
Р ( ѵ*1) ? - і 


Номер ом Й- а будем считать номер соотвѳт- 

ству оце ••чсскоиі таблицы* 

Рассмотрим теперь алгоритмическую пункцию от комп¬ 


лексов 

І--Г(к) 

Е:й соответствует некоторая 'функция от канонических таб¬ 
лиц %*г( Т«) , которая, в свою очередь индуци¬ 

рует функцию от номеров этих таблиц, или, как мы услови¬ 
лись считать, номеров этих комплексов: 





Покажем, что у (к) частично-] зекуренвяел функция. 

Сделаем это так. рассмотрим функцию &(к) , та¬ 
кую, что если к- *л/І (?) то <Г(*)~ щ/^С I ) . Из то¬ 
го, как мы описали переработку Т в 7 , ясно, что 

с 'Гс*) — примитивно-рекурсивная функция. 

Введем функцию уС< у т) - ^ 

?то есть номер канонической таблицы , полученной 
на ууу -ом шаге переработки Т ѣ функция уь(к,т) при¬ 
митивно-рекурсивна, ибо 

у (к, о)- К 

г»**)(Жк, *”)) 

Итак, идет процесс. Получается последовательность таблиц 

т т 1 т г . Ф т" ... 

их номера у(к,о)=* у(*,і) уСк у 2) . • - уС*,”) . - - 

і 

Процесс продолжается до тех пор, пока на активной 

—г- УУ\ 

вершине / не возникнет Со , т.е. пока номер ^ табл и 
цы I не будет удовлетворять равенству оо($)~0 (см. 
обозначения, стр. Зі) йгак, процесс продолжается до пер- 
го 9% , удэ&яеѵввряше**' о равенству С&(р(Ъ ^)-0 9 
т.-э. до риг ллг>) ^ (л;(р(к, . тогда 

есть номер таблица 7^°, на которой процесс обрывает¬ 
ся. Чтобы получить решение, надо построить "связную 

_ тг ^ 

інту / ; ее номер есть, очевидно, примитив¬ 

но-рекурсивная гункция^от номера Т (см. Обозначения). 
Итак, номер решения есть 

• ум* %(?(*,/*'* "Я Ж) 


7 ТС У/>СГ 6 У г/ѵо - Р€К'/рСЬ(ЪН/>У срункі\и*. 


- 6о - 


«<? 

/» 


4. 


В предыдущем параграфе было показано, что каждая 
частично-рекурсивная функция вычислима* Покажем теперь, 

■^ммяммят|ш Чпммйш ^ мимаЯ| ^ ШШ|||||М ^ мвммяммміша# 


что каждая вычислимая санкция частично-рекурсивна* 

I - '—і |>|Ц ІМІ І ІІДіМИ1МИІ!та іГіЖ Т" , ~ " ‘ 

Пусть дана вычислимая пункция и - , • • * м ) 

П* °пре деленнА ^ ^ 

гсущѳствуѳт алгоритм, перерабатывающий П-комплекс 


' И 


К * равный Х 1 — “ X, 

в Д-компдѳкс (и , разный У • чак мы только что то каза¬ 
ли, номер с комплекса Ь есть частично-рекурсивная фуню 
ция от номера к комплекса К : 


&Г ( *) \ 


О другой стороны, очевидно, что номер х есть примитив¬ 
но-рекурсивная функция от чисел эг *, ѵ х* : 

К- \) С.'Х-і) • ѵ ) 

Также очевидно, что число ^ есть примитивно-рекурсивная 
функция от номера своего изображения 

Ітак, 

/<ч,- ъсг (< у ^^*-») 

Следовательно, ж 6ч ,... } щ) - частично-рекурсивная функ¬ 
ция. 

Более того, было показано, что 

У (к) ~Ч(.р("у / АГ "[^(Х‘ р ^ =0 1)) 

где I* и (л) - некоторые вполне определенные прммитжвно- 

гнкции* 


л: 


г 










- (Г/ - 


* и 


Таким образом 


I Ыі, ѵ X*)- 


Если положить ^ (и)) - Т(ь)) 

рЫ*!,.-* г 4 '*) = ^(*і,--> х 4) ; 


т 


то получим окончательно 


/ (-Хіу ■;*>.) = т ($(**'■■'•> Х. ) у* лП '[™(,? (Х *'~' 

При /^= ^ эта формула дает 

х * >/лѵ[&(^(*,г»))= О] )) 

Мы получили тем самым новое каноническое ныражѳ- 
гние для произвольно : частично-рекурсивной функции* Здесь 
Т ;: (А) і'коі'. о. . , а ^ - лргшрольн&я нрпмитив- 

і но-рекурсивные Функции» 

I *■ . 


О 
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$4. Алгоритмическая своди¬ 
мость. 


1. 


Прежде всего, уточним опред еление Т^озинговской сво 
д имости , одновременно обобщив его на случай сводимости 

2х) СВОДИТСЯ ПО 
““ М!Ш 


функции, .удем считать что 


I ЯНГ У к Функции &(*> , если осуществляется следую¬ 
щая конструкция. 'авина, вычисляющая , вырабаты¬ 
вает число Ші. и ставит вопрос ^б'С^ч)- ? • В зависи¬ 
мости от значения вырабатывается и ставит¬ 

ься вопрос <г О(тг)^?»* И так далее. Золя все время да- 

1 ватъ оты на вопросы <<57-/»»,*)- Г >> т то, наконец, мы 

1 

придем к ответу и на вопрос & ^С*)- ? >> 

йз л все ото более строгим языком. №§ т и 
есть выч исл имая функция от есѳй предшествующей строчки. 


п? 2 


$(7*1), УУІІ; Фк-1, Я(' уи * г *) 


Чтобы избежать функций с бѳсконечно-возрастаюдим числом 
аргументов, последовательность 

о у г ■) ) - ѵ г 

будем задавать ее гѳделѳвским номером 


€ ^ <2о ; 0*1 , . ) ^5 ) 


/4, -ГА ^ 3 +^ 

Г с р % А 


где />• — С-гос простое число. 

Тогда 


Щ К ~ У (* (*/ *»*, 







-ез- 


ѵ* 


где Ц/Щ _ вычислимая, т.-ѳ. частично-рекурсивная 
функция. Эту функцію у назовем сводящіе % . 

Процесс построения чисел п> к продолжается до тех 
пор, и ка мы не получим сигнал, что пора остановиться, 
-устроим этот сигнал, например, следующим образом. Бу¬ 
дем считать, что существует сигнальная функция ^<Ч)со 
следующими свойствами: 

если \ (х, ки Х) . . ѵ то процесс следует про- 


ЦѴ'ПіЛЧа. X Х> 


если г О , то процесс останавлива¬ 
ется и т к ~ у/ ({(х , п^, Ям^))) и есть искомое значение 

функции 'у(х) : уМ- гѵ>к 

Итак, 

( О %НКЦЛЯ у(*) сводится ДО ТЬЮРИНГУ, или Т-сводит - 
—* к Фу ь *щии § (*) , если существуют частично-рекурсив- 

|ные функции у (и) (сводящая) и ХМ (сигнальная) со 
следующими свойствами, дуыкция у(і*) задает последова¬ 
тельность 

- У" 6?*) 

(Г( ^2 у 


/ -ѵ х „ /гі-, 

3 


5 * 


ж г' 


^ ^ х З УИй 5 ~ ^ 


е ля»* - Н' (е(Х; гь*, ,л^ѵ- г 6~(у»х-і))) 

Уме0ч место равенство 

уМ-гпъ 

где "2 - наименьшее число такое, что 

Кроме того, рассмотрим еще следующие три опрѳдѳ- 






ления сводимости. 

( К ) %нкция /фх) рекурсивно сводится, иди - 
сводится к функции Лх; , если содержится в ре¬ 

курсивном замыкании функции <Т Гх; . 

( У5 ) Функция алгоритмически сводится, или 

Д - сводится , к ункции 61:ху , если функция от комплек¬ 
сов г(Ю алгоритмически сводится к функции от комплек¬ 
сов л (х) 

( С ) функция канонически сводится, или С - 

сводится , к функции 8(я) , если существует примитивно¬ 
рекурсивная функция ьс^) такая, что выполняют* 

ся равенства 

^ ТІ) -- / О Ь ^ 

где ф и 6 р - некоторые вполне определенные примитивно¬ 
рекурсивные функции (см. Обозначения), а - при¬ 

митивно-рекурсивная функция, пересчитывающая, может 
быть с повторениями, область определения сГ С*) • 

Все эти определения касаются функций от одного ар¬ 
гумента. Чтобы перенести их на случай большего числа 
аргументов поступим так. Отнесем каждой функции ^(хі у » 3 * *)■ 
ее одноместный представитель { ( СА ) так, чтобы 

х/ Алгоритмическая сводимость функции от комплексов 
определялась во Введении. О взаимоотношении между 
Г(х) И между сГ<^о * д (*; - см.Обозначения. 
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>ч 


/ **)) ■= /(■**;-, *») 


где 


X, 1-1 + 1 

~ес хі ,•• • ) ~ Р° Р* 


•х.„ + 1 
Р«1 


Будем считать, что каждая функция по определению сводит¬ 
ся во всех перечисленных смыслах к своему одноместному 
представителю и обратно* Поэтому нам достаточно иметь 
дело только с одноместными функциями* 

покажем эквивалентность всех этих определений 
сводимости* Сделаем это по схеме: 

с Я Т-^ у? — > 


2* 


Если у('х) С- сводится к (Г(Ѵ • то и подавно 
Д - сводится к Ес*) • 


3» 

. і> 

* ѵ 

Пусть Функция уМ К- сводится к Ет . Надо 
покавать, что имеет место Т-сводимость* 

Очевидно, что сама функция Е(ъ) я все примитив- 
но-реку сивнке функции Т-сводятся к &(*■) . Далеѳьве- 
дет инд^ ктивкоѳ построение* Іусть некоторые санкции 
У УѴ т-сводягея к Е(*) • Тогда для них 

су чествуют сводящие функция и сиг¬ 

нальные функция Т^ і; .. ѵ V • 23 Г*» іеііе Р ь некоторая 


санкция ^ получается из .. ѵ рекурсивной опе¬ 

рацией. Нужно построить для ^ сводящую функцию 9^ 
и сирналььую ^ • 

Мырне будем проводить этого построения лля всех 
рекурсивных операций, а укажем, как построить сводя- 

Ч ѵ 

щую и сигнальную функции на примере одной рекурсивной 
операции - применения оператора , 

Пусть функция Т-сводится к . Постро¬ 
им Ѳ*(и) такую, что ~ (т.-е., по¬ 
просту), ^ Ло определению существуют сво¬ 

дящая функция у (<*) и сигнальная %(“) для О (“)* 
Надо построить функции 2р(и) и для функции 

Вычисление идет ®аж* Выписывается последо¬ 

вательность 

до тех пор, пока первый раз не будет Ѳ( х ^) : 0 .Тог¬ 


да ѵ(.тс)'-^ 


Вычислим ѳы,0)= Ѳ*(?Ѵ . і/імеѳм схему (ведь 

Ѳ * Т-СВОДИТСЯ К I 


(о) 




Со) 


7 


х 7 


Уг>< 

г 


(О) 


<Г<>Г7 т ( ^ . . . (Г (^°\) т 


2 

(О) 

2 


,(°) 


(О) 

Ъ 

(О) 


где %">- у <Хо»*-і))) 

Вычисления идут до тех пор, пока не будет в пер¬ 
вый раз '/"■=. о • Тогда &(*; 2 & X 2 )-/ѴіЦ Зел и 


% (0) --о 




Ю 


при Г) ТОМ По 


Т = О 


то весь процесс прекращается 


и /л(х)~0 . Если пг% } фО , то переходим к вычисле¬ 

нию Ѳ(ъ*)= &*(2*3) по аналогичной схеме 


г'і я»,"’ Ко*?') г»?' »,“> .; . 5 ?^) л»»"’ 


2 


с*; 


Г 


го 


до тех пор, пока не будет X - О • Тогда 




<*> 


7, 


1)=Ѳ* (***)= К 

іі так далее. 


2 

(г) 


Таким образом, вычисление 


г* У* (°) с~ , ч (С ^ 

^ /М і О (И*± ) УИ г ... УМ 


(о) 


ос 


~(о) 


уп ( *) 

X „ 

* 


идет по схеме 


а) 


УМ 0, ' сГ б **ѵ) Я» 


Л? 
.? • 


Ял, 


Гі, 




Г 


го; 




Я 




/;■ <=* 


^> х . 3 ^ у»**' Т(ги^) - ^ ( / } 


2 


7 




>(?> 


ъ ( ?.=б 


г/ 


Итак, мы указали алгоритм, строящий последователь¬ 
ность ( <Х )• Построение идет до тех пор, пока не бу- 


<*) 


дет одновременно 

г * ■ о 




УѴ) 


») 


О 


тогда 

Каждый член последовательности {7? ), не входящий 
под знак санкции сГ , эффективно строится по предыдущей 
строке* 

Ясно, что алгоритм построения последовательности 

и) можно записать а виде некоторой частично-рекурсив¬ 
ной функции. Ясно так .аде , цто можно построить 

цд.стиіот<о - рекурсия- 















ную функцию, прекращающую построение этой последователь* 
ностж, как только выполняются равенства (*). 

Рто и будут искомые сводящая и сигнальная функции 
ДЛЯ Т-СВОГГЮйОСТИ /ІА(-Х) к У(*у • 


4. 

Пусть функция Т-сводится к функции 5~(^) • По¬ 

кажем, что, тогда имеет место и алгоритмическая своди¬ 
мость уГ ( ' х) к ^ т.-е. алгоритмическая сводимость 

Г(х) ц АСУ) 

В самом деле, Т-сводямость /(*) к $(*) задается 
сводящей пункцией у лп) и сигнальной I(Ю . Построим 
машины Ко лмо горова Ѵу, л ^ вычисляющие Пункции 
Ш)* %&>. которые изображаю* у(п) \лр^(п) 
Построим также машину ^которая комплекс 


X, — X 


Х-уі 


перерабатывает в комплекс, являющийся изображением чи¬ 
сла ~еСх*») • Если область определения &(*) 

пересчитывается рекурсивной функцией уО™) (а мы толь¬ 
ко такие функции <К%) и рассматриваем), то область оп¬ 
ределения функции А (X) пересчитывается алгоритмической 
функцией Ф ( М) в Построим бесконечный комплекс ^§| 


(А) * см* стр. %6 ). Теперь надо алгоритм ичѳеки 

свести Г (у) к му) , т.-е. построить машину, осу¬ 
ществляющую сводящий алгоритм Пф • 
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№ыми словами, надо построить машину X с началь¬ 
ным состоянием &(&) осу ЩѲ С ’і ВДЯЮіДу» фу Н КЦ ИЮ * Г(Ю. 

Задавать эту малину явными формулами было бы слиш¬ 
ком громоздко, но мы опишем ее действие, из чего будет 
ясно, как ее построить. 

Итак, вот действие п ф (х) • Комплекс -X преж¬ 
де всего подвергается действию машины Ре , которая 
вырабатывает Л/% ( \А/і - X яжѳние числа п 1 = ^С х ) ) 

Затем к Лр применяется Лу, и получается М 2 
(изображение )♦ Затем в верхнем ряду комплекса 

(а} ^ищется первый комплекс Рр такой, что соот¬ 
ветствующий дпл екс Р н дает с М ± (машину для 

просмотра верхнего ряда Лр^(Л) построить нетрудно). 
Когда такой Р^ обнаружится, берется соответствующий 
ему комплекс 0_* в нижнем ряду и далее П-комплѳкс • 
Ртот П-комплекс 0_ к и есть (изображение 

числа Р(^і) ). Іосле этого образуется комплекс ^С/С 

Х~Мг -Д(М<) 

К нему применяется машина 7 ^ , перерабатывающая его 

в некоторый комплекс • ( Л/% - изображение числа 
Уі 1 -€('Х; гѵ\ 1 рс^і. ))). атем к Лр применяется У у и получа¬ 
ется . Затем снова просматривается верхний ряд 

пока не доРдем до первого Р * , для которого 
Р к совпадает с М% ; для него находим в нижнем ряду 


х/ "Верхний ряд" комплекса Д? {а) обязуют комплексы 

рі ъ+ р* (см. стр, 

1 1 )' 2>" ' > ' п*> - 



соответствующий ■ далее образуем 

комплекс ц , присоединяя к комплексы и 

А(М%) # х 1/1^ применяем X? • получаем ^ • Нако 

нец, к ^ применяем гу и получаем М 3 , й так да¬ 
лее* 


Одновременно к каждому іА/~ к применяется машина ^ 
Процесс идет до тех пор, пока не будет %1М=о 
(О- изображение числа О)* Тогда процесс прекращается, и 
соответствующей комплекс М к и есть ответ: 

Пф (х)^м. 


Ясно, что можно построить машину, которая бы про¬ 
изводила указанные операции* 



Осталось показать, что если ^( х ) А-сводятся к 
§(х) » то она и С — сводится к ) * 

Доказательство основывается на следущей лемме 
Лемма* пусть некоторая функция от комплексов 
Г(Ю алгоритмически сводится к некоторой другой Функ 
ции от комплексов А (К) при помощи сводящего услов¬ 
ного алгоритма П Ѳ . 


Тогда существует такая примитива о-рекурс явная функция 
б' (оі } ѵ. іла) , что индуцированная е натуральном ря¬ 


ду функция у С*) вычисляется по формуле 

ш еы "”' т "" ф 

^ ( К )г ^ (я 



Здесь \ ѵ* ы) - фиксированные примитивно-рекурсивные 
Функции (см. Обозначения), «Г (*) ) - функція, индуциро¬ 
ванная в натуральном ряду функцией /\ (К) % а Ѳ(*д -функ¬ 
ция, индуцированная в натуральном ряду функцией от комп¬ 
лексов Ѳ(м) , пересчитнвающек область определения^ (Ф ѣ 
Предположим, что эта лемма уже доказана и пусть 
А-свогится к , т.-е. / '^алгоритмичес¬ 

ки сводится к л(х). Покажем, что /(*) 0 -сводится к 
5 съ) . 

Область определения 5 (*-) пересчитывается прими¬ 
тивно-рекурсивной функцией ) • Рта функция изобра¬ 
жается функцией от комплексов* ф(м), пересчитывающей 
область определения Д (Ю . Как отмечалось во Введении 
факт сводимости Г (Ю к А(Ю не зависит от выбора функ¬ 
ции 0, тля которэ- строится сводящий алгоритм П 0 , 

(пто показано в начале § 5.) Поэтому мы можем считать, 
что I (^сводится к А(Х) именно посредством алгоритма 
Ф с начальным состоянием $ 2 ^ (Д) • 

Применим теперь к алгоритмическол сводимости Г(Х) 
к лсЮ нашу лемму. В формулах (4,0 і) надо число к 
заменить на число х - номер комплекса X, изобоашющѳ- 
го число ос . этот номер есть примитивно-рекурсивная 
функция от гс ; 

5с г ѵ(х) 

Ѳ играет теперь ( р , то вместо Ѳ 


Далее, так как роль 


надо подставить . 

Учитывая есѳ это, получим из (4,0 і): 

(4,02) у (ѵ(^>> ™м.) - Р (ѵ (Ч Н, 

^ѵ(аг))= ^(рСѵС*і у*нп(и>(^(і »(*;/*+>))-О])) 

Заметим, что 

В самом деле, но построению 

7 = га) 

(номер У ) = У (номер Х ) 

Ѵ<р = ^ (ѵСос^ 

\/(уы)- у (ѵ(х.)) 

Точно также 

Х{> (\)іг”)У-у(у>(№)) } <5 ( ѵ( (А ))- ѵ (<Х(м)) 

ЦрІИІ того, учтем, что «3 и 0 ьзашшо обратны (см. Обоз¬ 
начения). Поэтому из (4,02) получим 

уЫ*), 0)= % 

м(уМ) - %($Ых>,уиг»[о и ($0’(хі т >)=0'])) 

К послѳдневу и равенств (4,03) применим примитивно-ре¬ 
курсивную ак ию 3 » обратную к V . 

Полагая 

р Ы*>, г”У'~ 

4Г (іл, ѵ(ѵ-), Ѵ(иг))- А См, ѵ) ш) 

М)' ?(“) 


-?з~ 


пол)чи№ окончительно• 

{ съ»»*) =■ / &(*, "Р у(>”\ *(40”)» 

04) * ,., 

у (у-) - Г (у( х ;/* І ”[‘ /о 0?( Х ' п '))- С> Ѵ) 

Равенства (4,04) и означают С-отдаьооть у (у) іи 

5О). 

Итак, осталось доказать лемму* Пусть условник ал¬ 
горитм п© с начальным состоянием (А) осуществлю 

ѳт функцию Г (к) . Надо показать, что выполняются ра¬ 
венства (4*01). 

Мы произведем то же изменение в определении маши¬ 
ны Колмогорова, что и в § 3. а именно, будем считать, 
что конец процесса наступает, при появлении знака Со 


на активном вершине; связная компонента получившегося 
комплекса - есть решение* 

П-комплекс <#2 Ѳ (Л ) обозначим для простоты & 

Его мощно представить в виде объединения двух комплек¬ 
сов и сіп) • При атом - конечны:, комплекс 



вида 








іА 


Подлежащій переработке комплекс К присоединяется 
к $2 посредством вершины €-і • Получается комплекс^? 
Он перерабатывается в , далее в $ и Т »Д* 

Вначале, в комплексе $ 1 , потенциальная часть ох¬ 
ватывает, помимо вершин ив К » лишь вершины е.* <* А , 
т.-е. вся она умещается в пределах . Далее за каж¬ 
дый шаг потенциальная часть передвигается не более, чем 
на один отрезок» поэтому в комплексе X 2 переработка 
не выведет нас за пределы • Вообще, через ^ 

шагов переработка затронет лишь комплекс^ Уѵ^ 

Таким образом, если комплекс Я 1 есть об'единение 

^ Х \ то ™ есть об 'единение 


__/* і 


комплексов оІГ 


УѴ\ 

УУ) 


И 


' пл 

комплексов ХГ а . где ХІ и ХГ совпадают 


1 

Уѵ> 


Уу\ 




леке 


Более наглядно. Перед началом переработки был коми- 

^2 1 ви д а 

с^У'гу\ 


У* 

оСГ уѵл оС. ЛѴ1 гу />1 

Черев /?» шагов он превратился в комплекс^? вида 

0СГ,*. (А- ** 

I 


причем переработка коснулась только комплекса 

р ІЛЛ уУ 1 

который переработался в ух ут » ^ оі ) 

X 1 X У» 


1 
У и 




остался неиз¬ 


менным: оі у^ ~ с/ 7 ^ . 

Таким образом, сами комплексы 


Ууі 


играют роль вспомогательного материала, из которого кон« 

р і л і /) п* 

с тру ируется последовательность ^г 2 & ъ , • 


У 


УУі 


х/ есть результат присоединения /< и • 

сі совпадает с 



рта последовательность строится до тех пор, до того 
первого Уп. 9 пока на активно л вершине не возник¬ 

нет сигнал Ьо , Связная компонент та щЯ вершины 
(которая, легко видеть, должна лежать внутри , а 

иначе она бесконечна) и есть решение. 

Вычислим номер решения. Обозначим номер комплек¬ 


са /: ІвРЕ 3 ^/С> ( ^ ГУ)) 



Комплекс ^ ^ имеет вид 



Комплекс 


имеет вид 











- 7^ - 


Факш образом, в образовании комплекса 


О М+1 


участвовали лишь 



комплекс 




/'И 






и комплекс 


Но -этот последний комплекс сам получается из и 

Ы*п ѣ Поэтому, в образовании конечном счете 

участвовали ^ „ Ту» » О*» ѣ Так же, как и в § З у очевид¬ 
но существование примитивно-рекурсивной < ункции ^ 
та ко к что 

уСк,т + і)^б'(?(к,уу>і (ѵиъі) 

Здесь р*. и ^ соответственно-номера комплексов и 
0*л • “Іолоким ро- % а - О , 

При этом Р С К = Р (*)% где А(к) - номер коми* 

лѳкса ^ : 

Р ,Г 7 

Всегда можно считать, что - фикси¬ 

рованная примитивно-рекурсивная функция, восстанавливаю¬ 
щая число по номеру его изображения, см. Обозначения), 
Кроме того.ргак как 0.^- А(^), то 

Далее 9 откуда 

- &(**)= Ѳ( ѵ(у*)) 

Окончательно, суЩт} задается так ; 

^рСк,*»**)- (У(уР(^^1 Ѳ(\>(‘™)) ) Ь (Ѳ(ѵ(»*}))) 

Процесс продолжается до тех пор, пока не возникнет 
знак Со , т.-е. пока номер не будет удовлетво- 


П 





рять разенству 

Итак, процесс идет до числа т, , определяемого условием 

КНр т (р (*у ' О] 

Тогда берется комплекс У с номером ^рб*, гп °) 
и связная компонента этого комплекса с номером 

Рта связная компонента и есть решение, а ее номер 
есть номер решения. 

Таким образом, если функция Г(К) Сі . дится к А(КІ 
при помощи сводящего алгоритма П е , то существует при- 
митивно-рекурсиЕная пункция ѵ)ім) , что выполняются 

равенства 

°) - ~Ь 

(!С ; п>+ 1 )-(Г(у>(к ) ГГ>)^ Ѳ(ѵ(* у ')); 5 (Ѳ(ѵ (”")))) 

У (к) - 5 (хР{ К;/*'” [ и >(р(К; у ”))-&])) 

Утверждение леммы, доказано. 


6. 

итак, если функция *) сводится к функции (Тех) 
(доказав эквивалентность всех определений, сводимости, 
мы можем говорить просто "сводится") и если область оп¬ 
ределения <Г(х) совпадает с множеством значение ц?(уп) $ 
то су ществует примитивно-рекурсивная су акция 3 
такая что 

^ С*, пп+і)-1} (е/( X, ѴГ>) ; уСУ»); 8~ (у(™))) 


(4.05) 


- ? 3 ~ 


ц* 


Б частном случае, когда д(ос) всюду определена, 
мо мН о положить у» и равенства (4,05) перепишут¬ 

ся в виде 

^ оа 

ут-'і (^(-х:у ™ ”°))-<?])) 

3 другом частном случае, со г да • примитив¬ 

но-рекурсивная функция, получается, что ^€'*/^) тоже 
пр шит явно-рекурсивна и мы приходим к равенству 
^х;= Т(^(^,^!Г>[.ьи(}(Ъ' и ))- 0 1)) 

в полном согласии с последней формулой § 3* 




О 
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§5. Дополнительные сведения 
о б алгоритме Колмогорэ- 
в а • 


1 . 


В этом пункте мы покажем, что факт сводимости или 
не сводимости функции от комплексов Г(к) к функции 
от комплексов ДМ по зависит от выбора функции Ф , 
разворачивающей в перечислимую последовательность об¬ 
ласть определения А (к) . 

Пусть <Р(Я) и Ѳ(М) - две функции, каждая из 
которых разворачивает область определения Д(^) в пе¬ 
речислимую последовательность. Пусть условный алгоритм 
[]ф сводит Г(Юк Д(^). Построим условный ал¬ 


горитм 


Пф , СВОДЯЩИЙ I ^к Л (К) . 


Чтобы построить П 0 , надо сперва построить его 
начальное состояние (&) . Опишем теперь, как дей¬ 
ствует П 0 • 

Имея в своем распоряжении ео- первых и 

во-вторых алгоритм для построения Ф ( (ибо Ф -функ¬ 

ция алгоритмическая), іш можем задать правила, осущест¬ 
вляющие построение Я ® Й). 

Кроме того, ведь у нас есть правила, вычисляющие 
Г(К) по (а) . Поэтому нетрудно написать правила, 
которые осуществляли бы вычисление Г(Р) основываясь 


& О ' 


и* 


нѳ на готовом, а ка непрерывно формирующемся комплек- 
се (А) • 


2 . 

Приведем без доказательства следующие теоремы: 

Теорема пересчета . г ля каждого 
-ядка ' С и >^) существует алгоритм Г о ,*) , примени¬ 
мый ко всякому комплексу К а о рядка Ь(ц,**) и пѳре- 

абатирдюди/ отот комплекс в комплекс К - изобра¬ 
жение эго номера к . 

Теорема восстановления » Иля 
каждого в щ нцка ' С^) существует алгоритм , 

применимый ко всякому комплексу К , являющемуся 
изображением номера к некоторого комплекса К поряд¬ 
ка и перерабатывающий К а К 

Эти теоремы позволяют строить многие конкретные 
алгоритмы. Шк, например, построить алгоритм, распоз¬ 
нающий равенство произвольных Д-кошідексов К й * К ? 
порядка С {&<*) ) % Применим к нам обоим алгоритм 
I * іЬі случим комплексы И К} , бу¬ 

дут равны или неравны одновременно о К ± И_ К2 • 
то же время распознать равенство інг и А? уже про¬ 
сто. 

Применим эти теоремы к доказательству того, что 
область определения всякой алгоритмической функции 




о 


-и- 


\ 


перечислима. Пусть дана алгоритмическая пункция Г (К) 

Мы рассматриваем эту пункцию лишь на множестве комплек¬ 
сов некоторого фиксированного порядка . Функ¬ 
ция от комплексов индуцирует в натуральном ря- 

ду функцию у( к ) • г іак как к) частично-реку рсиБна, 
то область ее определения рекурсивно-перечислима (это 
известный факт), она перечисляется рекурсивной функци¬ 
ей к^у(м) ш Эта ч ,ункция изображается функцией от комп¬ 


лексов _ _ 

К - ф(м) 


Применим к обоим частям этого равенства алгоритм Л(ь іЫ ) Ѣ 


Получим 


К-Лс^ФОч) 


Алгоритм } ф и есть алгоритм, перечисляющий область 
определения Г (<) . 


з. 

Безусловный алгоритм I задается правилами пере¬ 
работки* Рти правила нетрудно записать в бидѳ некото¬ 
рого комплекса с номером -5Ѵ . Комплекс ,У Г 
будем называть записью алгоритма . 

Легко обнаружить существование универсальной ча¬ 
стично-рекурсивной Фу акции и($ п к) , такой что ес¬ 
ли $ г - номер записи алгоритма Г % а К - номер 


О 


комплекса 

I 



то 4 ?= о((*г. К") есть номер комплекса 


Отсюда следует существование универсального алго¬ 
ритма , кото ый, будучи применен к комплексу, 

составленному из 5 ; и к дает ^ - Гі (К) (д ДЯ К и 5г 
рядка (Щ<Щ ). В самом деле, применив к 5 Г и К ал¬ 
горитм Ѵ с ^ } . получим 5г и К * ’ /з существования 
<] ункции С- ^ С% к) легко вывести существование такой 
алгоритмической функции /) , которая, будучи применена 

к Объединению 5 Г и К , давала бы 1^ • после этого, 
применив к Ь алгоритм , получим • 


4. 

Каждый алгоритм мы рассматриваем лишь в применении 
к комплексам некоторого фиксированного порядка '(п у о<:) 
Комплексы порядка образуют систему 2. (^0* 

Про алгоритм, определенный на некотором множестве комп- 
сов системы А скажем, что он определен В_ 

системе 2Г (*,<*) , Очевидно, У — X* если 

порядок нипе, чем порядок » 

т.-е. 

Алгоритм, определенный в некоторой системе, содержащей 
У () назовем алгоритмом над 2 Кожно постро¬ 

ить теорию перевода комплексов и алгоритмов ив системы 
более высокого порядка в системы более низкого порядка. 




аналогично теории А.А*Маркова/о переводе слов к алго¬ 
ритмов из одного алфавита в другой# Ори этом роль двух- 



будет играть система 


Теория перевода и существование универсального ал¬ 
горитма позволяют обнаружить несуществование некоторых 
алгоритмов Колмогорова, дословно так же, как обнаружива¬ 
ется невозможность нормальных алгорифмов Маркова, приве¬ 
денных в [ у • 

Однако, следует отметить, что несуществование этих 
алгоритмов видно и непосредственно из теории рекурсивных 
Функций» 


5. 


В заключение приведем некоторое видоизменение изу¬ 
ченного определения алгоритма, также принадлежащее А.Н* 
Колмогорову. Новое определение во всем совпадает со 
старым, и отличается от старого лишь пониманием обоз¬ 
римой части* В старом определении обозримой частью 
являлся по существу потенциальный подкомплекс; з новом 
это ке так. 

Машина перерабатывает комплексы^ с выделенной ос¬ 
новной вершиной. Обозримой частью считается все то, что 
достижимо цепями длины ^ 7 от изкальш&Е» основно і вер¬ 
шины# За один шаг обозримая часть перерабатывается по 



заданным правилам переработки. 

Б остальных деталях новое определение совпадает с 
первоначальным. 

легко про верить эквивалентность обоих определений. 
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ПРИ ДОЖЕ НИР 


Приведем пример ирестейшей машины Колмогорове. 

Пары Щ Н*) из множестве № прения переработки будем 
писвть в виде /7 Н* • Пунктирными линиями будем обознв- 
четь соответствие, установленное между граничными вершинами Н 
и некоторыми вершинами Н* ; пунктир, таким образом, а называет, 
в какие вершины перегодят граничные вершины из . цри звииси 

П-комилексов мы для упрощения опустим значки на концах отрезков; 
кроме тоге, если в некоторой вериине характеристическая функция 
принимает значение единица, то ири звииси мы будем эту единицу 
опускать. 

Зададим нашу машину следующими нврввилвми переработки 
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У[} о~^^о 


„стой 


38 нвчвльноѳ состояние метины примем пустое множество. 
Применим построении алгоритм к П-комплексу К : 

О- - о - -о -- с? - -і о — Х~> 

Тик как нечвльное состояние пусто, то комплекс /<Г ни к чему 
не присоединяется и к°^к . 

Потенциальный подкомплекс в К° имеет вид 

о — 

По нрввилу X он заменяется на 

ф-^хВ 

— г 1 

Твким образом, возникает комплекс : 

о—ъ — & — & ° 

В к 1 потенцивльный подкомплекс имеет вид 


°—( ц} -о (о ■ 




— - * д 

Прменяя правило [[ , получим К* : 


О—е^го 
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Далее получим (приме*** [И у 




Применяя прешло \/// , мы получим сигнел "стоп". 

К Г есть решение . 


«авй® П-комнлѳкс 


Подвергнем действию той же мешинн комплекс 
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Мы видим, что Ь - С • Цроцѳсс, теним обрезом, ЦИНЛЙ— 

чески повторяется. Мвшинв будет работать над нѳогр8яиченно. 


Остановка никогде не настунит. 

Если, наконец, мы задо^и/й* нрименить алгоритм к комплексу 



то мвшинв переработает его в комплекс 




и остановится безрезультатно. 

Итак, одна и те же машина в применении к одним жавяа П—комп— 
леДОвм может давать результативный конец, в применении н другим - 
безрезультатную остановку, в применении к третьим - неограничен* 
ное продолжение прйцѳосе переработки. 
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В отзыве должны быть отмечены достоинства и недостатки дипломной работы. 

\ # 

Работа интересна в двух отношениях; 

1/ В ней впервые подвергнута подробному исследованию алгоритмическая 

* 

сводимость вычисления функции 

р - Г Сх) 

к вычислению функции < 

^-- 8 ' (у) 

/ и / натуральные числа/. 

2/В ней подвергается более полному, чем до сих пор делалось, анализу 
само понятие алгоритмической вычислимости. 

1/.Автор приводит только одно, предлагавшееся до него, формально 
безукоризненное определение влгорифмичѳской сводимости, которое он 
на стр. 22 приписывает Б. А. 'Црахтенброту: функция ^ "сводится" к функ¬ 
ции д , если ^ принадлежит рекурсивному замыканию сГ . Автор 

показывает, что в дѳйстви тальности такая сводимость может всегда быть 
осуществлена очень проотым каноническим обрезом при помощи раз на 
всегда заданных примитивно-рекурсивных функций?^ и оо(и) и зависящих 
от пары у , 6 примитивно-рекурсивных функций / ( іж) и ^(‘у) • 

См. об этом теорему на стр. 28. Это основной новый с чисто математической 
точни зрения результат работы. 

Определение сводимости по трвхте^роту нуждается в известном 


"оправдании" его соответствия интуитивной идее сводимости в смысле 























2 - 


существоввния"механического" способа получения при любом :с знвчѳния 
в предположении , что получение значений д (к) сделано каким-то способом 
" досту пным**- для любого уі. . Общие контуры возможной формализации этой 
идеи были намечены Поустом# В дипломной работе полностью воспроизведен 
перевод соответствующего места стать» Поуста, Автор дипломной работы, 
повидимому впервые, дает соответствующее этой идее опрѳдѳл&е сводимости 
с полной отчетливостью и показывает его эквивалентность определению 'Ірахтен- 
брота. Это тоже весьма существенное достижение автора дипломной работы. 

2/ Кроме того в работе содержится хороший обзор различных предла¬ 
гавшихся ранее определений алгоритмической вычислимости числовой функции 

в центре изложения помещено определение, предложенное мною, интррео 
° „ с ДИПЛОМНОЙ 1 

которого на мой взгляд убедительно вргумѳнтироввн авторомУработа. Докѳзвна 

равносильность этого определения прежде предлагавшимся. В известном смысле 

слова этот резуйтвт можно рассматривать как "обоснование" прежних определений. 




тан кан в моем определении становится особенно ясной основная идея алгоритми— 

ппаііпіідігтяііщі іі пинт ‘ “ 


чѳской вычислимости, которая сличается от вычислимости обыкновенным реальным 
счетным механизмом только неограниченным об"ѳмом "запоминающего устройства*» 


--- 


механизма. 


С 



Подпись руководителя, рецепэедаа 



Л9І2_г 


Оценка дипломной работы 


Зав. кафедрой 


ѵг . 


. 19_г. 


„ ° ТЗЫВ на Д ИПл омную работу как руководителем, так и рецензентом представляется в 2 экзем- 
л рах, отпечатанных на машинке. Один экземпляр отзывов хранится в личном деле студента вто¬ 
рой экземпляр вместе с дипломной работой-на кафедре или в библиотеке факультета. } ’ 


3. С88. Т. СООО 
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В отзыве должны быть отмечены достоинства и недостатки дипломной работы. 

Определение алгоритма не является определением в обычном.,, для 
математики смысле этого слова. С его помощью не вводится в рассмотре- 
рение какое-нибудь новое понятие (и соответствующий ему термин). Оно 
должно выражат^р точных математических терминах наиболее существенные 
е-войства всякого математического алгоритма* 5 позволяющего по заданию 
исходных данных,аыпо$(яняя|строго некоторые предписания,получить иско¬ 
мое. За последние годы предложен ряд определений алгоритма^ которые 
все, однако, как убедительно показал автор, страдают р я ломкіе достат¬ 
ков. Они либо носят очень специальный характер и не даг^поэтому до¬ 
статочных оснований не сомнева^я в том, что ими отражены действи¬ 
тельно наиболее существенные черты всякого математического алгорит¬ 
ма,либо же описывфГ не сам алгоритм(как процесс получения по вход= 

_. С ^АВТОрОЛІ ] 

цым данным искомого результата)./В основу работы^положено определе- 
ние алгоритма,сообщенное уу*Яру А.Н. Колмогоровым.Глубоко и тонко 
проведенное;^ В.А. Успенским исследование алгоритма Колмогорова пока- 

б 

зало,что это определение наилучши^образом зыражает существо дела. 
Геометрический хаоактер этого определения, использдание 4іем тополр- 
гических комплексов делает его весьма наглядным убедительным и общим. 


В ходе проведенного им исследования алгоритма Колмогорова .в. А «Ус¬ 


пенскому пришлось решить ряд задач, относящихся к переводу алгорит- 

















мов в смысле других определений в алгоритм Колмогорова и доказатель¬ 
ств ки/ч о в рз зо*і ) 

ству рекурсивности последнего. Ч щ азеаГ 'автор не только дал методо¬ 
логически правильное - материалистическое- объяснение причин экви¬ 
валентности различных определений алгоритма, но и получил возмож¬ 
ность включить их в единую теорию. Последнее оказывается особенно 
существенным во второй части работы, где автор дает - в терминах 
обобщенного на случай бесконечного числа входных данных алгоритма 
Колмогорова - общее определение адгооитмической сводимости іычи еле- 
ния значений одной функции к вычислению значений другой и доказы¬ 
вает ряд теорем о сводимости. Здесь особенно интересна теорема, 
шжжржжщжж дающая каноническое выражение для факта алгоритмичес¬ 
кой сводимости, аналогичное выражению всякой частично-рэкурсизной 
функции через примитивно-рекурсивные функции и оператор Д . 

Работа представляет значительный научнйй интерес и должна быть 
оценена как выдающаяся. Следует отметить также высокое качество 
о^мления работы: работа написана простым, ясным и точным языком 
и читается с неослабевающим интересом. Ее, конечно, следует опубли¬ 
ковать. 


Подпись і ^ у ководм-ол^ рецензента 


19_г. 


Оценка дипломной работы (УЬгидЛмю ____ 

Зав. кафедрой 

.——— “- 1 Аі&лД*- - 19лЗГЗ=і.г. 


Отзыв на дипломную работу как руководителем, так и рецензентом представляется в 2 экзем¬ 
плярах, отпечатанных на машинке. Один экземпляр отзывов хранится в личном деле студента вто¬ 
рой экземпляр вместе с дипломной работой—на кафедре или в библиотеке факультета. 


3. 688. т. аооо 











